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Problema 1. Doi copii fau pe rand biscai{i dintr-nn pachet. Asttel. primal
i oun bisenit, al dodles doi bisenitd, apod primul i tred biscuitd, al <loilea patrn
hiseuiti i aga mai departe. Cand mandr] biseni(ilor riamaglh in pachied estr
mwad mie decat esle neeesar pentoe 6 luat de ciitre copitul care este la sl
sunel aeesta i tofd bisenitil ramagt in pachet. (Cagd bisenigh an Tost s tncepnt
in pachet, dacd prinmt copil a luat s ivtal 101 biscuitd?

Problema 2. 854 sc allr numirul de patru eifre alob care so imparte oxact

B 8. ddar mg se imparte exact [a 16 31 8 — 2e

Probiema 3. w) Numiral 42 se sevie cinn produs de 2020 numere nagweile,
Determinati suma wotoisa o tutwror factorifor seestnd prodas,
) Aflati unltimele trel eifre ale nmuarulod naowal », gtiiod ca prin {im-
partivea Ind 200 ls 200 obdinene vestal 670 far prin Inpatirea Tad 230 1a 200
obthemn restod 29,

Problema 4. Patru verisord Alex, Hinen, Filip gi Cisdan, en varste diforite,
vor aven peste 1 an suma varstelor egald e IO Stiiod ca Alex eate ool mare,
wineaza Hinea, apot Filip st apol Castan - care oste col ma ie, S8 se deternioe
vitrstele posibile, dim acest s ale color patri verigort in nendtoarcle dong eazuri:
a) Alex are varsta, in ani, col mal mic pumar care satisface comdifile datas

bl Casian are varsts, T ani, cel mal mare numdy care saiisfaer condititle
late,

Fowte subiectole sant obligatorii.

Fimpal de hiern efectiy este de 3 ore,
Ficeare snbiect este evaluat en 7 punete
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SUBIECTUL 1

Inainte ca in pachet sd riméani un numdr de biscuiti mai mic decét este necesar pentru
a fi luat de catre copilul care este la rdnd, cei doi copii vor avea:
Copil 1: 1+3+5+... (sumé de numere impare consecutive, cu primul termen 1)

Copil 2: 2+4+6+... (sumi de numere impare consecutive, cu primul termen 2) | punct |
Calculand cateva sume posibile pentru primul copil observam ca:
1+3454+4+19=01+19)+B+17)+ -+ (9+11)=20-5=100
5 grupe

1+3+5+:419+21=100+21=121 2 punct |
100 < 101 < 121 = ultimul care va lua din pachet este primul copil: 101-100=1
biscuit | punct |
Al doilea copil va lua: 2 + 4 + - + 20 biscuili 1 punct

24+44+20=2-(14+2+-+10)=2-(10-11):2 = 110 biscuili

1 punct

Total: 101 + 110 = 211 biscuiti

1 punct

SUBIECTUL I

Deoarece a0ab este numir de patru cifre a poate fi: 1,2,3, ..., 8 sau 9 iar b 'poate fi:
| 0 s S

b=2a=22-a<9>a<4 | punct |
a0ab =1000-a+10-a+b=1010-a+2-a=1012-a | punct
aOab care se imparte exact la 8 = a0ab = 8- ¢ ( c fiind un numar natural nenul) | punct
= 1012-a=8'¢/:4
=253a=2"¢c | punct |
2 - ¢ = par = 253 - a este par, dar 253 este impar= a este par = a poaic fi 2 sau 4 | punct
Pentrua = 4 = b = 8 = a0ab = 4048 dar 4048: 16 = 253, deci a = 4 nu convine | 1 punct
Pentrua = 2 = b = 4 = a0ab = 2024 dar 2024: 16 = 126, rest lconvine
= a0ab = 2024 1 punct

SUBIECTUL HI

a) 42=42-1-1'...-1sau42=6-7-1-1-..-1
2024 factori 2023 factori
sau42=2:21-1-1-..-1sau42=3-14-1-1-..-1sau

2023 factori 2023 factori

1 punct




42=2-3-7-1-1-..-1

e —————
2022 faciori

S$,=424+1+1+4+.-+1=42+ 2024 = 2066
2024 termeni

S, =6+7+1+1+--+1=6+7+2023 =2036
2023 termeni

S3=24+21+414+14+--+1=23+2023 = 2046
2023 termeni

Se=3+14+ 1414 +1=17+4 2023 = 2040
2023 termeni

Ss=2+3+7+1+1+--+1=2+3+7+2022=2034

2022 termeni
= suma minimé este 2034

2 punct

b) (29:n):250 = cyrest 67 = 29-n=250-¢c, + 67 (1)
(23-n):200 = cprest 29 = 23-n=200¢c, + 29 (2)

1 punct

Inmultim prima relatie cu 4 si a doua cu
N [116 ‘1 = 1000 - ¢, + 268
115 n = 1000 ¢, + 145

| punct

Scadem relatiile nou obtinute
=>n=1000- (Cl — Cz) + 123

1 punet

Cum ultimele 3 cifre ale lui 1000 - (¢; — ¢;) sunt 000
sultimele 3 cifre ale lui n sunt 123

1 punct

SUBIECTUL 1V

Sa notim cu « varsta din acest an a lui Alex, cu / virsta din acest an a lincéi, cu /
vérsta din acest an a lui Filip si cu ¢ varsta din acest an a lui Casian. Evident, peste un
an, varsta lui Alex va fi ¢+, varsta [lincii va fi i+ 7, vArsta lui Filip va fi /7 i vérsta
lui Casian va fi ¢+ /. Atunci avem (@+ D+ D D+Het+1)=40, deci g+i+f+c=36.

1 punct

a) Dacii toti verisorii ar avea vérsta lui Alex, atunci, pe de o parte, suma vérstelor ar
fi 4a, iar pe de altd parte, aceastd sumé este mai mare decit suma reald, egald cu 306;
deducem de aici ci varsta lui Alex este mai mare decit 9. Asadar, cea mai mici varsta
a lui Alex poate fi 10 ani. Daci celelalte varste ar fi 9, 8 respectiv 7 ani, atunci am
obtine suma vérstelor 34 de ani si nu 36. Pentru a obtine 36 de ani trebuie s cregtem
vérsta lui Alex (a celorlal{i nu o putem creste pentru cé vérstele sunt diferite). Daca
varsta lui Alex ar fi 11 ani, atunci celelalte varste pot 1 10, 9 respectiv 8 ani, sau mai
mici. Dac# véarstele sunt 10, 9 si 8 ani, atunci suma vérstelor ar fi 38, deci mai mare
decét 36. Asadar, trebuie si scidem vérsta unuia sau a mai multer verisori, Rezulta
imediat variantele;

1 punct

1) Alex - 11 ani, Ilinca - 10 ani, Filip - 9 ani, Casian - 6 ani;

1 punct

2) Alex - 11 ani, llinca - 10 ani, Filip - 8 ani, Casian - 7 ani.

] punct

b) Daci toti verisorii ar avea vérsta lui Casian, atunci, pe de o parte, suma varstelor ar
fi 4c, iar pe de alti parte, aceastd sum este mai mici decit suma reald, egala cu 36;
deducem de aici ¢a varsta lui Casian este mai mica decat 9. Asadar, cea mai mare
vérstd a lui Casian poate fi 8 ani. Daca celelalte vérste ar fi 9, 10 respectiv 11 ani,
atunci am obtine suma vérstelor 38 de ani si nu 36. Pentru a obtine 36 de ani trebui¢

1 punct




sd micsoram varsta lui Casian (a celorlalii nu o putem micgora pentru ca virstele sunt
diferite). Daca vérsta lui Casian este 7 ani, atunci celelalte vérste pot fi 8,9 respectiv
10 ani, sau mai mari. Dacd varstele sunt 8, 9 si 10 ani, atunci suma varstelor ar fi 34,
deci mai mica decat 36. Asadar, trebuie s mdrim vérsta unuia sau a mai multor
verisori. Rezultd imediat variantele:

3) Casian - 7 ani, Filip - 8 ani, llinca - 9 ani, Alex - 12 ani;

] punct

4) Casian - 7 ani, Filip - 8 ani, Ilinca - 10 ani, Alex - 11 ani.

1 punct




Clasa a VI-a

Problema 1. Sc considerd tabelhud urinéitor:

linia 1 1
linia 2 3 b5 7
linia 3 9 11 13 15 17

a) Aflati suma clementelor de pe linia cu numérul 10.
b} Determinati mumdrul clementelor liniei 2024 si aflat restul impértirii celud
mai e clement al liniei 2024 la 2023

Rezolvare. a) Linia & are 2k — 1 numere, deci linia 10 are 2.10 -1 =19
pumere; wai wult primul numdr al liniei 10 cste al 82-lea wumdr impar, peutru
A1 4+3+5+ - +17=9+1. (2 pet.)

Prinmu] numiir de pe linie 10 este 81.24+1 = 163, jar ultimul este 199 (1 pet.)

Swina numercler de pe linia 10 este (163 4 199).19 ; 2= 3439 (1 pct)

Linia 2024 are 2.2024 — 1 = 4047 munere; cel mal mic numér de pe
aceasti linie este 2.20232 + 1 gi deci restul impartizii I la 2023 estc 1. (3 pet.)

Problema 2. Alati muerele naturale e, b, ¢, d pentra care are loc relatia:

2. (3" 43 a7ty =368 - d,

Rezolvare. Lgalitatea din enung se scrie 6. (3% + P+3) =369 -4,
asadar d > 6 si d trebuic s fie divizibil prin 3. (1 pet.) Dacd d = 6, atunci
ohtinem 3% + 3" + 3° = 3, ceea ce inserand el n = b= =0. (1 pcl.) Dacll
d=09 alunci 3¢ + 3" + 3 =27, de unde rezulti a = b =c =2 (2 pet.) Dacd
d = 12, atunci 3" + 3" + 3¢ = 37.4, adica 3074 + 377 + 3 1 = 4, ceuatic carc
nu are solugii. (2 pet.) Penten d > 15, ultima cifrd a produsului din membrul
drept este 0. Cum 2(3%) & {1,3,7,9}, deducein cé suma o trei puteri ale lui 3
ty are niciodatd ultima cifrd 0. Prin urmare, pentru d > 15 nu avem solutii.
(1 pet.}

Problema 3. Fic », n 4+ 2, n+ 6 trei numere naturale gi S suma lor.

a) Dati exemplu de cel putin trei valori peutru # € N astfel Incat nu-
werele 1, w4+ 2, 12 + 6 s fie simultan numere prine.

b) Daci n, n 4 2, 1+ 6 sunt simultan munere prime, avitagi cd exista
k€ N asfel incat 5§ = 9.k +5.

¢} Daci n, 7+ 2, »n+6 sunl numere prime, determinati restul impartirii
nymsrulul § la 18.

Rezolvare. a) n=5n=11,n=17. (1 pet)

b) Duch e, n -+ 2 i %+ 8§ sunt prime, atunci = nu poate da la Impirtirca
ta 3 rostwile 0 g L. (1 pet.)fu consceintd v = 3p +2 {1 pet.) si atunci § =
n+in+1)+n+6)=9+14=9k+5 (1pct))

¢} Analizéind ca la ) i tinind seama cil p nu poale fi par (1 pet.). deducem
cdn=06g+5 (1 pet.)si atunci § = 18 (g + 1) + 5, deci restul inypir{irii i S la
18 cste 5. {1 pet.)



Problema 4.Daci p > 2 este un munir natural, ce mimere naturale k > 1

pot fi reprezentate sub forma & = ::’:I:::, cun, me N°.

Dorel I Duca, Cluj-Napoca
Rezolvare. Daca &k € N™ se poate reprezenta sub forma & = :T"f?% cu i,
1 € WY, atunel
™+ pit 1—-p9n
= P ) = ( ) < D

H -+ pnit o+ pi
deci ke {1, ..,»—1}. (3 pet.)
Pe de alti parte, orice k € {1, ..., p— 1} sc poate reprezenta sub forma ::‘:;’!:
ldnd m=p—ksin=pk—1 (3 pct}
Asadar, nimerele care se pat reprozenta sul forma cerntd sunt: 1, . p— 1.
(1 pet.)




Clasa a VII-a

Problema 1. Doterminati muouercle naturale abe peutru care:

a+l b+2 e+3 . 2 3 4

: —— e M.
2 3 1 P ari T ties

Rezolvare, Din 52'—' = # = 5%% = k, obtinem a = 2k —1, b= 3k - 2,
=4k -3 {2p)

Daducem % + h+_3_2 + rl,‘ = ‘f el (3p)

Pentiw k= 1 obtinem: a =1, b=1, =1 §i deei abe = 111 (1p)

Pentrn & = 3 obtinem: a =5, h=7, ¢ = 9 4 deci abe= 579 (1p}.

Problema 2. In triunghiul echilateral ABC se considera AD L BC si N
mijlocul lni AB. Pe prelingirea Ini BC Indm punctul A astfel incit BAS = BD,
B € (MD), isr MN 1 AD = {P}. Demonstraii cii CP este perpendiculard pe
AN,

Gazeta, matematics

Rezolvare. Triunghinl ABC fiind cchilateral, AD cste i mediand, deci D
cate mjlocul segmentului BC. (1p)

Tntrucit N este mijlocul segmentului AB, deducem ci V D este linie mijlocic
inAARC si deci ND || AC. (2p)

Cum NB = BID = B avem ca mAMND = 90”, adica ND L AP, {Ip)

Din ND | AC 5 ND 1 MP deduce ca AC L MP. (2p)

Cun AC L MP, AD L BC i MPN ADNCP = {P} obginem ca P cste
ortocentrul AAMC g deci CP L AM,  (1p)

Problema 3. Uun numir natural el se muneste “rmiy puptist 20247 daci
cste prim gi

38
a? + P+
Cale "numere papiiste 2024™ sant?

c N.

Prof. Florica Ginta si prof. Vasile Ginta, Te.Mureg

Rezolvare. Din ;gﬁﬁ € N deducem o a? + 0%+ ¢ € {1,2,19,38} (1lp)

Dacia? + b2+ ¢ =1, atuncie =1, b= ¢ = 0 gi deci abe = 100, (1p)

Dacd 2 + b2 + 2 = 2, atunci abe € {101, 110} (1p)

Dacii 0 + b2 + ¢ = 19, atunei obe € {133, 313, 331}  (Ip)

Dacii a2 -+ b2 + &2 = 38, atunci ade € {116, 161, 611, 235, 253, 325, 352, 532,
523} (2p)

Asadar, cxistd |1 "numere paptistc 2024 *: 101, 313, 331, 523. {1p)



Problema 4. O fortireatd aflati pe o insul¥, nu departe de tirm, are
amprenta ln sol un pitrat. Pentrn ¢d nu ne pulem apropia de [ortdreatd, ne
agezdim tntr-ne punct M pe tarm i en un telemeten (aparat de mdsurat distante)
masuran distanta de la punctud A la cele trei colfuri vizibile ale fortirvetei;
distanta de la punctul Af la coltul A este de 33 m, distanga de la punctul A 1a
coltitl B este de 91 m si distanga de Ja punctul A la coliul C este de 85 m. Cat
cste aria amprentei la sol a fortdretei?

Dorel I Duea, Cluj-Nuapaca

Rezolvare. Avem MA =33 m, MB = 91 m gi MC = 85 m. Evident M A
cste in interionid unghiulwi BMC. Pe prehumgirea latwrii 1 A lufm punctele N
si P astfe) ca i avem BN LAMA §i CPLAM. Pentru cd M/ C < ALT, aven ¢a
PeAN]. (1 pct.)

Notim a = AP, b = PN siz = Al = AC. Unghiwile BAN 5i ACP
au laturile perpendiculare; urmeaz# ci au mésurile egale i cum triunghiurile
dreptunghice APAC gi AN BA an ipotenuzele egale, sunt congruente. Obginem
A PC=g+bg BN =a. (1 pet.)

Trinnghiul APAIC este dreptunghic §i atunci MC? = PC? 4 PAM?, adicd

852 = (a+8)° +(33+a)°. (1) (1 pet.)
Trinnghin} AN BAM este dreptunghic si atunel A4 B2 = BN?+ NMZ adicit
012=0a+(a+b+33)°. (2 (Lpet)
Seazand (1) din (2), obtinem b= 16 m (1 pet.), care inlocuit i (2} ne conduce
lan=235m. (1pct.)
Acum, triunghiul AN AB find dreptimghic, obtinem ¢t AB? = NB?+ NA?,

adic @ = a2 + (a + b)? = 357 + 512 = 3826
Priu urtnare, fortireata are la sol o suprafati de 3826 m? {1 pel.)
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PROBLEMA 1
a) Determina intervalul [.\',y] c [, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:

1) [x._y] L=
2) |y—x— Il =x>+y*+ 2. 2 Y
2
b) Arati ci existi o infinitate de numere irationale x §i y cu proprictatea ¢ x+ y =y € N.
Barem:
a) [‘\',y]ﬁ?f, =Pl=syp-x<] =p-x-1<0 :>\y—x—l‘ =X—y+1 1p

ly—x—1]=x"+ ’+£—2p+£ < X+ 2+£—2y+51—r—1'+l<:»
PRl PRSPy T Ty Mg

&ixt —'~“+L+y2 —y+l:U<:>[.\'—l]— +(y- l] =0 Ip
2 16 4 4 2

<:>.\'=l si v:l 1p
4 -2

b) Solutia 1

Consideram n=x+y=xyeN, n=35
= y=n—xgi n= x(n—x) de unde obtinem x° —mx+n=0 Ip

2 2 2 7
oA —dnx+4n=0 & 43 —dnx+n’=n—-4dn © (2.\'—:;) =n —4n

De unde obtinem ca x = %(ni N 4::) Ip
nzs = (:?—3)2 <’ —4n<(w—2)2 = V' -4neR\Q 1p

Deci putem alege o infinitate de numere irationale x §i y, x = 5(n+ J:r —4;;) sl

I e ;
y= 5(::— no— 4;1) pentru orice numar natural n25 Ip
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Solutia 2

Consideram x, y numere de forma: x=a+ Jb.oy=a—b, abeN’

Sx+y=2a xy=a-b=>2a=a*-bob =a’'-2a Ip
(a-2) <a’-2a < @’ —d4a+d<a’ -2a < a>2 1p
Dar, a* -2a<a® -2a+1 <> a’ -2a<(a-1) 1p

— pentru orice @€ N,a >3,b=a” —2a nu este patrat perfect = Jb e R\ Q
Deci putem alege o infinitate de numere irationale x siy, x=a+ Jb, y=a- Jb Ip
Problema 11

a) Aratdcd va—-1l+vJa+l< 2Ja pentru orice numar real a > 1
b) Determind partea intreagd a numarului real

\ﬁ—i-s/g+\5+x/3+\/§+\/§+ \/ﬁﬂ/ﬁ
2 V3 Jaoo 7 V2023

Gazeta matematici, 2024

A=

Barem:

a) Prin ridicare la patrat se obtine a—1+2Va’ —1+a+1<4a <>a' —1<a
& a’ —1<a’ ceea ce este adevarat 2p

dina)avem vVa—l++a+1< 2Ja Ip

A_\ﬁ+\/§+\/i+ﬁ+\/§+\[§+ V2022 +42024 242 243 244 242003
2 N&] Ja oo N R I I /T

=24242+4..+2=2-2022=4044 (1) 1p
de 2022 ani
Aplicim inegalitatea !E+ b2 Ip
h a

B o [f V2 [Eﬂ (Y203 m:r} V5034 _
2 B J4 2022 2o ) V20 o

7
2L+2+2+...-+-2+ '2024 ! 2024
V2 S V2023 \f_ V2023

Din (1) §i (2) = A4 (4043, 4044) = [ 4] = 4043 Ip

]+4042 > 144042 = 4043 2) 1p
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Problema 111

Se considerd triunghiul ABC, D, E e BC , astfel incat AB”> = BD-BC si «<CAE = <ABC.
Aratd ca: a) AC*=CE-CB;
b) Triunghiul ADE este isoscel;

¢) AD* =BD -CE A
prof. Ovidiu Pop

Barem:

; LCAE = <ABC(ip.) }w
a

3 = ACAE ~ ACBA =
SACE = <ACB(unghi comun)

w4 OB ac® —cECB 2p
CB CA
. 5 . AB BC L
b) Din 4B =BD-BC = —=— =
) BD AB B E D C
= AABC ~ ADBA=> <BAC = «<BDA (1) ip
Din ACAE ~ ACBA=><BAC = <AEC (2)
din (1) si (2) = <AED = <ADE , deci AADE este isoscel Ip
¢) Din ACAE ~ ACBA => <CAE = <CBA,«ACE =<«BC4  (3) 1p
Din ADBA ~ AABC = <DBA = <ABC,<BAD = <BCA  (4) 1p

<CAE =<«DBA

XACE =<BAD
AE  CE Ap=ak

o AL
BD AD

Din (3) si (4) = } = ACAE ~ AABD =

AD? = BD-CE 1p

Problema 1V

Se considera ABC, AB< ACsi D, de un punct oarecare pe latura AC. Fie AE bisectoarea
unghiului BAC, cu E e BD. F mijlocul segmentului AD, iar AE " BF ={G}, DGNAB={H}. Arata

cd HD|| BC daci si numai daca 4B =CD

Barem:
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Din teorema bisectoarei in AABD :E = ﬂ 2p

DE AD

Din teorema lui Ceva AABD = L D‘F 1 2p
HB DE FA

dar, F, mijlocul lui 4D < il =] = el Ll =3 AR ge Ip

FA HB  BE HB AB
HD || BC < ﬂ—A—Q - i‘E:Q < AB=CD 2p

= o
HB DC AL DC



