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SUBIECTUL I

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, M g1 N mijloacele laturilor AB i AC, iar D g1 B sunt
proiectiile varfurilor B si € pe laturile opuse. Notdm eu P gi Q proiectiile punctelor E g D pe BD,
respectiv (E. Daci dreptele M P si NQ suni distinete gi paralele, determinati masura nnghinlui BAC.

SUBIECTUL II

Determinati perechile (o, b} de numere naturale, cu a.b > 2, avand proprietates ci exista

reRou{z} =14 {s? =1

try

SUBIECTUL III

{a) Fie « gi b doult numere uaturale nenule, prime intre sle. 53 se demonstreze ci tliimen
{ne - 1|neN* 1<n<b} contine uh numdr divigibil cu b,

ity Considerim o serle de n + 1 arunciri sle unei monede (fiecare aruncare va rezulta n cap
sau pajurd), unde n > 1. Fie py procentajul de aruncéri care sunt pajurd dupd primele n arncari
st pp procentajul de arunciri care sunt pajura dnpa teate cele n F | arunciri, Si se determine toate
numertele rationale g, cu 0 < ¢ < 1, care an proprietatea cd cxistd n g1 o serie de arunciri descrisd
mal sus astlel incat p) < ¢ < pa.

SUBIECTUL IV

Spunein e perechea de cifre nenule (u. k) este cuclied dacd existd un numér natural nenul n
3 nocifre ay. ..., fimy. CU &y, 7 0, astiel incat

k-Gnbn_1..-010 = GGntn_1 ... 0]-

(a) 54 se demonstreze cl perechea (6.4) este ciclicd.

(b) Sa se demonstreze ci perechea (a, k) este cieficd dacd gi numai dacd a = k.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru efectiv este de 3 ore.

Fiecare subiect este evalual cu 7 puncle.
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SUBIECTUL I

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, M sl ¥ mijloacele laturilor AB st AC, iar D ¢l F sunt
preiectiile varfurilor B si € pe laturile opuse. Notim cu P s ) proiectiile punctelor £ si D pe BD,
respectiv CE. Daci dreptele M P si NQ sunt distincte si paralele, determinati misura unghivlui BAC.

Liliana Niculescu, GMB
SOLUTIE. Demonstrim mai intai ca P || BC. In acest scop, Fie H intersectia inaltimilor BD si
CE. Triunghiurile EPH g1 PQH sunt asemenea din cazul (UU}, deci
EH PH
DH  QH'
Tot din cazul (UU), triunghiurile BEH i CDH sunt asemenea, de unde

EH HB
DH — HC
Astfel, punind imprennd aceste dond egalitdti, obtinem

PH _HB
QH  HC'

de unde rezultd ci PQ || BC.

Mai departe, deoarece (M N} este linie mijlocie, avem de asemenea MN | BC', de unde PQ | MN.

Din ipotezd, M P || N(), de unde rezulta ci patrulaterul MNPQ este nn paralclogram. Dar atunci
BC

far cum PQ || BC, ohtinem c& (P@Q) este linie mijlocie in trinnghinl HBC. Asadar, (£P) este g

indltime si mediand in triunghiul dreptunghic EBH. Astilel, masura unghtulni EBIH cste de 45°, de

unde rezultid ch misura unghiului BAC cste de 45°.



E o
" a
Barem
B P || B
o MNPQ paralclogram .. ...
e PQ linie mijlocie n triunghiul HBC . e
o FInal Zare o



SUBIECTUL II Determinati perechile (a,b) de numere naturale, cu a.b = 2, avand proprietatea
ci existd z € Rou {z} = 2 si {z} =}

Bogdan Blaga

SOLUTIE. Din prima ecuatie avem r = n + l/e, unde n £ Z. Atunci z? = n? + 2nja + 1/a?,
deci {z2} = {2n/a + 1/a?}. Astfel, vrem ca 2n/a + 1/a% — 1/b € Z, deci (b - o + 2nab)/(e?b) € Z,
cchivalent eu a6 | b — a® + 2nab. Prin inmultire cu b deducem a®b | b — a®b + 2nab?, de unde
a?b | b2 + 2nab® = b*(1 + Zna).

Avem acum a2 | (1 + 2na), dar {a?, 1 + 2na) = 1, astfel c& a® | b. Fie b = ce® pentru un ¢ € N*.
Atunci, prima relatie de divizibilitate devine

4

(871 2

cat —a® + 2-1'?.(:(13,

de unde ca® | ¢ — 1 + 2nca. Deducem astfel & c | 1, de unde ¢ = 1 gi atunci b = a® Aceasta
este o conditie necesars. Este si suficientd deoarece putem lua atunc £ = a -+ 1/a, care implica ¢&
2% = g + 2+ 1/a?, avand partea fractionars 1/e® = 1/b.

Barerm
8 T = T L e 1p
@ a%B | B —aF20ab .. 1p
8 G2 | b e 2p
L T AR RN 2p
o Conditie sUfICIONtA ... oo ip



SUBIECTUL III

(a) Fie a g b doud numere naturale nenule, prime intre ele. 33 se demonstreze ¢ multimea
{na —1in e N*1<mn<b}, contine un numér divizibil cu b.

{(b) Consideram o serie de n + 1 aruncéri ale unei monede (fiecare aruncare va rezulta in cap
san pajurd), unde n > 1. Fie py procentajul de aruncdri care sunt pajurd dupé primele n aruncdri
g pg procentajul de arunciri care sunt pajurad dupi toate cele n+ 1 arunciri. 53 ze determine toate
numerele tationale g. cu 0 < g < 1, care au proprietatea ci exists n i o serie de arunciiri descrisé
mai sus astfel incat p; < g < pa.

(**$)

SOLUTIE. (a) Presupunem prin reducere la absurd c3 pentru orice 1 < n < b, na — 1 mu este
divizibil cu b. Existd b — 1 resturi nenule la impirtirea cu b, iar muliimea din ipotezd contine b
elemente. Astfel, din principinl cutiei, existd 1 < ¢ < j < b pentru care in — 18t ja — 1 dau acelagi
rest la impértirea cu b. Atunci, (j ~ ?)a este divizibil cu b. Cum {a,b) = L, este necesar ca b si divida
j—1,dar j—i€{l.....b— 1}, contradictie.

(b} Presupunem c& pajurd apare de k ori in primele n arunciri, unde 0 < k < n. Deoarcce g1 < po,
aruncarea n + 1 va i pajurd, deci avem p; = % g py = TTH Cum g < 1, avemn de asemenea & < n.
Astfel, vrem 3 gasim toate numerele rationale ¢, cu 0 < ¢ < 1, astfel inc@t existi numere naturale

kncul<k<ng
k E+1

— g —.
T 4 n+1

Fie ¢ = 2, unde a, b sunl numere naturale nenule prime intre ele. Astfel, dubla inegalitate de mal sus
se poatc rescrie echivalent ca

an— (b- a) < kb < an. (1)

Dacs b— o = 1, avern evident o contradictie.

Dacii b — a > 2, pentru a satisface inegalitatile (1), cste suficient s gasim n = 1 5i 0 € &k < n astfel

incit kb = an— 1. Conform snbpunctului {a), existan € {1,...,b} astfel incit an —1 s& fie divizibil cu
b Deci, existd k,n € N astfel incAt an - 1= kb. De asemenea, k < n, decarcee « < . Astfel, am de-
monstrat ci dack b—a > 2, atunci existd n € N* st k € {0,1,....n - 1} astfel incat fag=4%c< £+l

In concluzie, numercle care convin sunt cele care nu sunt de forma ;7. unde m = 1, adica:

g (@m0 11\ { ™ m e N*} .
m—+
a
Barem

0 (B Lot e 2p
o Notatie si expresiile pentru py, pz [mn este strict necesar dacd se rexolvi fird acest pas) ... 1p
0 an— (b= @) KRB GI e 2p
P e Y I T, T B AR 1p
0 Azl B @ & et ip



SUBIECTUL IV

Spunem ci perechea de cifre nenule (a, k) este ciclicd dacd existd un numar natural nenul n i
n cifre ai,...,an, cu a, # 0, astfel incat

k- Gnlp_1...018 = Glnln—1---G1-

(a) S& se demonstreze cii perechea (6,4) este ciclicd.

(b) S& se demonstreze ci perechea (a, k) este ciclica dacé gi numai dacé a > k.
(***)

SOLUTIA 1. (a) De exemplu, deoarece 4 - 153846 = 615384, perechea (6,4) este ciclica.

Exemplul se poate obtine in felul urmator: deoarece k = 4 si a = 6, inmultirea

4. an0n-1...016 =6an0n-1..-01

implicd a; = 4. Mergand mai departe, din aceasta inmultire trebuie sa {inem 2 in minte. Acum,
deoarece

4-Anlp—1.. .46 = Banan—1..- ﬂ'24
gi am tinut 2 in minte, obtinem ap = 8. Continuand tot aga, obtinem 4 - 153846 = 615384.

(b) “ = " Daca perechea (a, k) este ciclica, deoarece a, > 1 gi numarul de cifre nu se schimba dupa
inmuliire, inseamna ca a > kan 2 k.

“ &—" In sens invers, consideram procedura iterativa descrisa la subpunctul anterior. Presupunem
¢& 1a un moment dat inmultim cifra a; cu k gi avem in minte b; < k. Initial, ap = a si by =0 < k.
Atunci, a;k + b; < 10k, deoarece a; < 9. Astfel, putem scrie ka; + b; = 10c+ d, unde ¢ < k &

d € {0.....9}. Tinem in minte b;y; = ¢ < k si urmatoarea cifra descoperiti este a;4q = d. Deci, pe
+ 3 P
parcursul procedurii, numarul {inut in minte este mereu mai mic decat k.

Facem doud observafii:

1. Procedura este reversibila. Mai exact, pentru (@i+1,big1) cu bip1 < ki aiyq € {0....,9}, existéd
si sunt unice (@ bi) cu by < k astfel incat ka; + b; = 10b;41 + @;41. Acest lucru provine din
teorema impéartirii cu rest pentru deimpartitul 10bi41 + @it gi impértitorul k.

9. Dacs la un moment dat a; gi b; sunt astfel incét ka; +b; = 10bi1 + Gig1 = a, adicd by =0 s
a;+1 = @, procedura este finalizatd cui =n si putem concluziona ca perechea (a, k) este ciclicd.

Astfel, pornind de la (ag, by) = (a,0), procedura genereazi perechi (ag, bo), (a1,b1), (az,ba), . ... Deoa-
rece a; este mereu o cifrd gi by < k < 9, existd cel mult 90 de perechi distincte (a:,b;). Astfel, la un
moment dat, existd o repetitie de perechi. Deoarece procesul este reversibil, mergand in sens invers,
prima datd cand avem o repetifie este pentru (@it1, bit1) = (ao, bo), de unde concluzia. a

SOLUTIA 2. Pentru un numir natural nenul z si cifra 0 < @ < 9, vom folosi notatia Ta pentru
numérul obfinut prin concatenarea cifrei a la dreapta numirnlui z, adica 7@ = 10z + a. Analog
definim si az.

(a) Vom ciuta z astfel incat 4 76 — Bz. Fie n numarul de cifre ale lui z. Astfel, ecuatia se rescrie
echivalent ca

4(10z +6) = 6 10" + ¢ <= 13z =2(10" - 4).
Cautam n astfel incat 10" = 4 (mod 13). Resturile numarului 10™ modulo 13 pentru n =0,1,2,3,4
gi 5 sunt 1,10,9,12,3 §i 4, respectiv. Astfel. n = 5 convine, care duce la z = 15384. Se poate verifica
ngor cA 4 - 153846 = 615384.
(b) Generalizand ideea precedent, trebuie sa demonstram c# existd nu numar natural nenul x astfel
incat k- 7a = ax daci §i numai daca a > k. Notand cu n numarul de cifre ale Ini z, ecnatia se rescrie
ca

a(10" — k)
PR e 2
= k- 1 )



+ —= " Daci pereches (e, k) este ciclicd, atunci existéd un astfel de numar x de n cifre. Astfel,

a{l0™ — £} _ ok 1

B T8 s 100 = a -k —— -
1W0k-1 — -1 10

Cum 1% - ﬁ > —1 gl @ — k este un numir intreg, esle necesar ca >k

% & " Presupunem i e > k 3i demonstrim ci exists z de n cifre astfel incat ecuatia (2) are loc.

Cautam, pentru moment,  astfel incat 10® = & {mod 10k— 1). Devarece 10 gt 10k— 1 sunt prime intre

cle, telatia precedentd este echivalenta cu 1™+ = 10k (mod 10k — 1), sau 107+t = 1 {med 10k —1).

Putermn alege 11 = {10k — 1} — 1, unde (-} este indicatorul lui Euler {Alternativ, existenta unui astfel

de n se poate demonstra similar ca in Problema 3, considerand girul 104, 10%, ..., 101041 of observand

oA miciun termen mu este divizibil e 10k — 1, deci doi dan acelagi rest la impéartirea cu 10k - 1.}

(10" =k}
10k

— are n cifre, adici

Ramane de demonstral ci

10?‘1—1 < a’(loﬂ B k)

S Topo1 < 3)

Pentru inegalitatea dreaptd din (3):

a{10" — k) _ 9(109- Yo

1WE-1 —
Pentru inegalitatea stangs din (3):

a{10™ — k) _ k(10" — &)
k-1 ~ 10k-1

gi % > 10" ! daci si numai dacd £2 < 10771 Cum k < 9, inegalitaten este evidentd pentri

n > 3. Deoarece k € {1....,9} §i n = {10k — 1) - 1, avem de fapt n > 5, ceea ce duce la concluzie.
O

Barem
o {a) Exempln {cu san fard deductie] .. ....ooooo e 2p
T ) T L SRR E R 1p
S AR ip
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SUBIECTUL I

Determinati z € € stiind ca 2% — 22 este un numir real negativ.

SUBIECTUL II

Fie m > 3 un numir natural. Fie f . Z — Z datd de

2 .
f(I}:{.L +1, z<m

r—2  r=m

Definim girul {@, s prina; =a € {12, ...om—1}giaq1 = Fluy) pentru orice n 2 1. Determinati
valorile lui @ pentru care (a,),>1 € periodic gi, pentrn aceste valori, deferminati pericada cea mal
INIcd A $a.

SUBIECTUL III

Spunem ca o multime M C R este acoperibild daci pentri orice submuliime proprie nevida
A a multimii M, existd ¢ € R astfel incat:
» pentru orice x € A, sin(ax) > 0, gl
& pentru orice & € M % A, sin(ar) < 0.

§3 se determine toate numerele naturale nenule 7 astfel fucat multimes M = {1.2..... n} este aco-
peribili.

SUBIECTUL IV
(a) Inegalitatea Clanchy-Bunyakovsky-Schwarz spune ¢
(a1by + 4 anba)? < (&2 + - +a2)(BT+ - + 8L,
pentru orice n > 2 gi erice numere reale a;. ;. 53 se demonstreze aceastd inegalitate, pornind eventual
de la faptul ¢ (et — )% = O pentru orice § = 1,2, ..., ngi oriec t € R.
(b} Fie 0 < 5 < ¢. 53 se determine cel mai mic numér real p cu proprietatea ca

(@2 + - +aZ) (B +82) < plathy + - + anbn)”.

pentru orice n > 2 i orice numere reale ap.ag. ... . Br.ba o by = 0 care satisfac 5 < E— <t

pentru orice ¢ = 1... .. n.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru efectiv este de ¥ ove.

Fiecare subiect este evaluat cu 7 puncie.

SUCCES!
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SUBIECTULI

Determinagi z € C stiind ¢ 2% - 22 este un numér real negativ,
Gheorghe Iencscu, Supliment GMB

SOLUTIE. Stim cii w € C e real daci i numai daci w = % Obtinem, deci, 1?2z = 7% - 22, care
devine (z ~ Z¥z + Z) = 2(z — 7), sau, echivalent {(z - Z){z +7 - 2) =0

Dach z ~ 7 = 0, atunci z = 7, astfel c& z e real 51 27 — 2z < 0 dacii gi numai daci z € {0,2].

Dacd z +% — 2 = 0, atunci acest lucru e echivalent cu Re(z) = 1, astfel ¢& z = 14 ib pentru b € B,

Atunci, 22 — 2z = 1+ 2ib — % — 2(1 + 4b) = —1 — B2 < 0, deci orice b € R functioneazi. O
Barem
o (2 F) (4 Z 42 =0 o 2p
D Y1 = 2T T 2p
0 2 L D 1p
- U O 2p



SUBIECTUL II

Fie i > 3 un numér natural. Fie f : Z — Z dats de

2
4+ 1, T<m
flz) =
-2, xT=m
Definim girul {ap o> prina; = e € {1,2,...,m—1} §i Gnyr = flan) pentruoricen = 1. Determinati
valorile lui ¢ pentru care (uy),>1 € periodic gi, pentru aceste valori, determinati pericada cea mal
micé a sa.

Bogdan Blaga

SOLYUTIE. Demonstram mai intdi ¢i se ajunge pe a doua ramurd a functiei f. Formal, aratam ca
exista k € N* cu ay, > m. Altfel, am avea ap < m pentru orice £ € N*. Dar f(z) > x pentru x < m
g1 din gpq1 = fla,) am obtine ¢& (an)a>1 & un gir strict crescator gi marginit de numere naturale,
contradictie.

Fie atunci & minim cu g = m. Ardtam acum inductiv ¢ a, = m—2 pentruorice n > k. Pentrun = k
este clar. Pentru n > &, daci a,_y = m, atunecl anp = fla,_1} > m-2. Dacd a1 € {m—2,m— 1},
atunei an = flay,-1) = ai_l +1l>a,_1>m—2,

Astfel, dacd @ < m — 2, sirul nu va hi periedic, deci singurele valori pesibile sunt a = m — 2 sau
¢ =7 — 1. Ariithm cd ambele convin.

Pentru a = m — 1, avem az = (m— 1)2 4+ 1 > m. Se va scédea repetat 2 din gy pand cind ajungem la

m — 1 saw m— 2. Doarece a §1 m— 2 alt acceagi paritate, se va ajunge chiar Ia m — 2. Astfel vom ajunge
ERE LN I A . , . : -

lam—2mp = %ﬂf—" pagi. Cu alte cuvinte, gy 42 = m — 2. Apol tp, 13 = (M - 24 + L

- 2 — —15 .
Se va sciadea repetat din nou 2 pani se ajunge la m - 1, deci vor fi pa = Mﬁ—JM pagi. Cu

alte cuvinte, avem @, 34+p, = M — 1 = a1. Astlel, perioada mintmé este py +p2 +3-1=m?-dm+T.

Dach a; = m — 2, atunci observim ci avem aceeagl pagi ca in cazul precedent, doar ordinea este in

sens invers. Astfel, avem ot perioada minim# de m? — dm + 7. |

Barem
® BISEA K Ol @k 2 70 ot e e e e e 1p
& @, Mo ZPENIIT L 3 K L 1p
eagpoate fidoar m —1sau m — 2 ... L ip
e Cazul ; =m — 1 argumentare de ce ajungem lam —2 ... 1p
o Cazul g = m = 1 numarul de pagl ... 2p
o Cazul @] = M — 2 ANALOE L ... e e 1p

8%



SUBIECTUL III
Spunem ci o multime M C R este acopertbild dacd pentru orice submultime proprie nevidd A a
rmtltimii M, existd ¢ € R astfel incat:
s pentru orice x € A, sinf{az) = 0,
e pentru orice £ € M\ A4, sinfaz) < 0.

54 se determine toate numerele naturale nenule » astfel incat muljimea M = {1,2,....n} cste aco-
peribila.

(***)

SOLUTIE. Evident, daci {1....,n} este acoperibild pentrn un n > 1, atunci {1,2.. .,m} este

acoperibila pentru orice 1 < m < 7. Astfel, demonstram ca {1,2,3} este acoperibila, dar {1,2,3,4}
nu este, de unde va rezulta ci rispunsul este n € {1,2,3}.

(I} {1.2,3} este acoperibila:

Dacid A = {1}, putem alege @ = 2. Deoarece 0 < 2-1 < 7 < 2.2 <2-3 < 27, avem sin(a) > 0,
sin{2e) < 0 si sin(3a) < 0. Daca 4 = {2,3}, deoarece functia sinus este impard, putem alege

a= -2
In mod analog, daci A = {2}, putem alege a = 4, lar pentru 4 = {1,3}. a = —4. Dacd A = {3},
putem lua @ = 3, lar pentru A = {1, 2}, a = —5. Astfel, am acoperit toate cazurile.

(II} {1,2,3,4} m este acoperibila:

Demonstram ca pentru A = {3}, cele doua conditii nu pot fi indeplinite simultan pentru niciun
a € R Presupunem ci existi o € R astfel Incat sin{3a) > 0 g sinfa) < 0, sin(2a) < O,
sin{4a) < 0.

Deoarece sin(4a) = 2sin{2a} cos(2a) < 0 gi sin(2a} < 0, obtinem cos(2a} > 0. Folosind identita-
tea cos(2z) = 1 — 25in” (), rezuli’ ci sin(a) <

1
5
Deoarece 0 < sin(3a) = 3sin{a) — 4sin®(a) i sinfa) < 0. obtinem sin®(a) = ¥, contradictie.

O
Barem
e Reducere ta cele dOME CHZUIT ... L 0 e 1p
e Cele 6 submultimi din primub caz .. ..o 6 x 0.5p
o Alegerea A = 3} oo e 1p
O SINZ() € 12 L 1p
T TR -% o ip

Remarcé: Aceasd problemi este in stransa legaturd cu o noetiune din Machine Learning {0 ramirdsa
inteligentei artificiale}, aga numita dimensinne Vapnik-Chervonenkis {,, ¥ C-dimension® ), care mascari
.complexitatea® unei familii de [unctii. Un exercifiu mai dificil este demonstrarea faptului cd, pentru
orice m > 1, mutimea {278 | 1 € ¢ < n} este acoperibild, ceea ce arati cg familia functiilor sin(az)
este (infinit) de comnplexa i niciun slgoritm nu o poate invifa®.



SUBIECTUL IV
(a) Inegalitatea Clauchy-Bunyakovsky-Schwarz spune cil
(arby + - +anb,)? < (af + - +al)(b] + - + B2,

pentru orice n > 2 gl orice numere teale ¢;. b;. 34 se demonstreze aceastd inegalitate, pornind eventual
de la faptul cd {a,t — #;)% = 0 pentru orice i = 1,2,. .., n gl orice t € R.

(b} Fie 0 < s < £. S& se determine cel mat mic num3r real p cu proprietatea ¢&
(@4 - +a )@+ 02 < plagh + -+ anbn)?,

pentru orice n > 2 §i vrice munere reale @), az,... .8, 01,02, ... by > 0 care satisfac s £ £F < ¢
1
pentru orice i =1, ..., n.

(%)
SOLUTIE. (a) Daci a + - + a2 = 0, atunci a1 = - = a, = 0 gl inegalitatea este evident
adevirats. Presupunem deci a? + - + a2 # 0. Avem (a;t — 42 2 0, decl a#? — 2a;b3t + 67 > 0.

Insumand aceste inegalitiati pentra £ = 1.2, ..., n, obfinem
(@F+- + a2 = 2amby 4+ + anba)t + (B +- -+ 8 = 0.

Aceasta este o ecuatie de gradul 2 in t eu coeficientul lui #2 pozitiv. Decarcce expresia este pozitiva
pentru orice ¢, discriminantul trebuie si fle negativ. In cazul nostru, aceasti inegalitate pentru dis-
criminant ne da exact inegalitatea CBS.

(b) Pornim de la o idee similard ca la (a). Deoarece s < 3 < ¢ avem

i1

Aceasta se rescrie acum ca a2 +(st)b¥ < (s+t)a;h;. Prin insumarea ncestor relagii pentrui = 1,2,... . n
avem
(@] + -+ ad)+ (B 4+ +B2) < (s t){ahi + -+ anb).

Din Inegalitatea Mediilor, membrul stang este cel putin 2+/st-y/(ad +- - +a2}(bf + - + b2). Astfel,
deducem

2 24702 2 (s +1)? 2
(ay + - agllby+ - +55) T(ﬂibL 4o anhy, )
Astfel, am aritat ci p < (s;;?!.
Acum, pentrun = 2 §i a; = svih.as = £/5, 8. = vt by = /5. Inegalitaten devine (£s2 + 125}t + s} <
plst + st)2, care duce la (5:3?2 < p, astfel ¢ minimul cautat este % a
Barem
o () Cazul aF 4+ 402 =0 o 0.5p
o Cazul goneral .. e 1.5p
o (b {t—a;/b)a;/b, — 5) 2 0 gl Inswmarea relatitlor ... 1p
e p g BEIL 2
e p> (1?2 ................................................................................ 2p




Remarci: (1} Subpunctul (b) este un fel de reciproca a inerralitﬁt;ii CBS. De observat este ¢il o conditie
ca s < Y < ¢ este necesar, Cacl altfel am putes avea a; = az = =gp 1= = =bp1 =1,
by = l/an 51 an este suficient de mare, ducénd la o contradictie.

(2) Subpunctul (b} devine mai greu dacad n este fixat de la Inceput {5i atunci nu se peate alege n =
in ultimul pas}. In acest caz, pentru n par se poate face alegerea a1 = svt,aa = ts, . Gno1 =
sVt g = 85, by = Vi by = Vbl = Vt. b, = /%, iar pentru cagul n impar sunt aceleagi
alegeri (deci alterneaza intre sV 5l t/5 pentru a; §i /5 & vt pentru ;) o exceptia ¢ an = V5thy,
si apoi se in limita b, — 0.

g
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
+ALEXANDRU PAPIU ILARIAN¢
EDITIA a XXVI-a
CLASA o XI-a
27.10.2023

SUBIECTUL 1

(a) Fie o = ¢4 — &2, Avatati cd o® + 6a este numdr natural

(b} Fie 21,2y, 23 rédicinile complexe ale ecnatiei 2% + 24z — 16 = 0. Fie A(z1), B(22), C(23)
puncte in planul complex g1 G centrul de greutate al triunghiviui ABC. ArBtati ca

GA+GB+GC > 692

SUBIECTUL I
Pentrn un numér teal b > 3, fie f: {0.oc) — (0.00]. flx) + ;.

} Pentru ce valori ale lul & emlatza flzy ==z are o solut]e r > 07

i se studieze monotonia si mirginirea sionlui (@) >0 In functie de valorite parametrilor a > 0 3i

y

o

{b) Fie (x,)a»p 1 gir de numere reale definit prin zp = ¢ > 0 §i a1 = fzn). pentru orice 1 2 0.
54 se

1

3

SUBIECTUL III

Pentru nn numér natural nenul 7, considerim o functie £ {1,2,....n} = {L. .., n} astfel
incat pentru orice submultime nenuli gi proprie A a mulimii {1,2, ... _.'n,}, cxisti k £ A cu flky ¢ A

{a) 53 so demonstreze ¢ f estc 0 permutare.

{b) Céte permutirt satisfac aceastd proprictate”

SUBIECTUL IV
Fie (tn)nzo un gir astfel incit o) — ap € N gi pentru orice n € N, Gn41 — 8n S Gnaz = Gat1

(&) S& se demonstreze ci existd s € N gl £ € R astfel Incat, pentru arive n € N, ey = sn+ £

ib) Presupunem cé pentru orice n € N, girul {mn — m)mze este marginit superior. Definim nn alt

it (Bn }nzo prin
by = sup{mn — ., | m & M}

Sa se demonstreze ¢ sitnl (m = b, b >0 este marginit superior §1 @ = sup{m — by [ 7 € N},

Nota: Pentru o multhne de numere reale A nevidd si mArginitd superior, sup A este cea mal micd
margine supericari a muliimil A.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de fucru efectiv este de 3 ore.

Fiecare subiect este evalual cu 7 puncie.

SUCCES!
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
ZALEXANDRU PAPIU ILARIAN*
EDITIA o XXVI-a
CLASA a XI-a
27.10.2023
Barem

SUBIECTUL I
(a) Fie a = &4 — /2. Aritati ¢4 a® + 6a este numir natural.

(b) Fic 21, 24, 23 Adicinile complexe ale ecuatiei z° +24z - 16 = 0. Fie A(z)), B{22). C'(z3) puncte
in planul complex si (7 centrul de greutate al triunghiului ABC. Ariitati cd GA +GB +GC > 642

Cezar Apostolescu, GMB

SOLUTIA I (a)Fiex = {dsiy= V2 Atuncdie =z -y § 23— 3 = 2iar zy = ¥8 = 2. Dar
acum avem a? = {2 — y)® = 2® — y® — 3ry(z — y) = 2 — 6a de nnde ¢ + Ba = 2 este numar natural.
Ewvident, acest subpunct se poate rezolva prin calcul direct de asemenea.

(b} Observim cd 21/2,22/2, z3/2 sunt solutiile ecuatiei (22)° + 24(2z) — 16 = 0, care devine exact
2% 46z — 2 = 0. Una dintre solutii este 2, conform subpunctului (a). Atunci, putem factoriza

2 462-2=(2-a)2® tuz+v),

unde u,v € R. Identificind coeficientii termenilor 2% gi z, se ajunge la v = a,v = a® + 6. Astfel,
solutiile ecuatiei sunt a si cele dond solutii ale ecnatiei 22 +az+a” +6 = 0, adica ﬂ@ Deci,
solutiile ecuatiel initiale sunt 2@, —o & iv/3e? + 24. De aici rezulta ci 51+ 5 + 23 = 0, de unde g = 0,
unde g este afixul lui G. Astfel, avem

GA+GB+GC =|g— 21|+ 19— 22| + 19— 2]
= |21} + |za] + |zl
= Za + /a2 + (3a% + 24} + /a? + (3a? + 24)

= 2Za + 4\ a? + 6.

Pentru a concluziona, aritim cd a + 2+v/a? +6 > 3¥2. Din Inegalitatea Mediilor:

a+2vVal+b6=a+vVal+6+ Va2 +62 3 ala® +6) =3v2
De fapt, inegalitatea este strictd, deocarece a = vo? + 6 nu este posibil pentru niciun a € R. O
SOLUTIA 2 (pentru (b)). (b) Deoarcee 21, 25 §i 23 sunt radacinile ecnatiei z* + 24z — 16 = 0, avem

(z = 21){z — 23(2 — z3) = 27 + 24z — 16. Prin identificarea coeficientilor obfinem z) + 22 + 23 =0 ¢
z) 7223 = 16 {care sunt de fapt relatiile lui Viéte].



Acum, daci g e afixul hui &, atunci g = i+—z32-t§3 =1 4i, folosind Inegalitatea Mediilor, avem
GA+GB+GC =|g—z1| + |9 — z2| + g — 2l
= |z1] + Jz2| + |23
> 33 |21 2224
=3¥16
=62

Ramane de demonstrat cé inegalitatea este stricts. Inegalitatea nu este strictd in cazul In care 21| =
|z2] = 23] Obtinem astfel |z| =2 ¥2. Ca in solutia 1, observim ci 2a este solutie a ecuafiel, deci am

obtine 2a = 242, o contradictie. O
Barem
B S T TR TR E TR 2p
e (b) Determinarea radacinilor/ sumet si produsului o 2p
L 1 TR L L RE R R AR 1p
s Aplicarca Inegalitdtii Mediilor ..o 1p
o Explicatie inegalitate strictd ... .. .o 1p

Remarca! Valoarea expresiel GA + G B + GC este a+2v/a® + 6, care cste aproximativ 5,27, pe cand
32 este aproximativ 3, 78. Astfel, inegalitatea se poate imbunititi.



SUBIECTUL II

(a)
(b)
S&

b=

Pentru un numar real b > 1, fie f: (0,00] = (0,00), flzy=bx+ 3.
Pentru ce valori ale lui b ecuatia f(x} = = are o solutie & > 07

Fie (2,,)n>0 1un gir de numere reale definit prin &y = a > 0 §i #np1 = flza), pentru orice n = 0.
ge studieze monotonia §i mirginirea sirulul (#,)nzp in functie de valerile parametrilor a > 0 gl

Bogdan Blaga

SOLUTIE. (a) Ecualia f{z) = z sc rescrie echivalent ca {1 — bjz? = 1. Este necesar ca b < 1, lar In
acest caz solutia este 2 = \/;_b

1

{b} Observiim ea giul este strict pozitiv. Dacd b > 1, atumci avem Zn41 = &y g astfel girul este
creseitor, deci monoton. Dacd sirul ar fi marginit superior, atunci ar exista M > 0 astfel Incét,
pentru orice = = 0, , = M. De aici am obiine T,41 2 T + Elf pentru orice . > 0. Prin inductie
putem dedure ¢i z, > a+ F, care contrazice faptul ¢d (T, )20 @ marginit. Astfel, girul e nemarginit
pentru b > 1.

Acum, pentru % < b < 1, facem nrmitoarele observatii:

5.

) 1 V1= 1
Deoarece b > 5, *7— < 7=
., ¥l-b . 1 - 1
Pentru 0 < < ¥~ bausc>——\/[T,f[J,)> g

Pentru x = ¥ Ib_b giz= \/—11—:3 fla) = \/ﬁ

Vi1-b 1

. 1 1l
Pentru *= <z<v/1_:—,f[:r)< =

Pentru z > ﬁ, Flz) <z, iar pentru 0 < & < ‘/—%_T flz) =

Observatiile 2, 3 gi 4 provin din faptul ca

1 =b\/Hx2—:n+x/l——b:b($_711'___a)(£' lb_b)‘

f@y = =% Py z

iar observatia 5 se poate demonstra similar cu (a).

Astifel, analizam urméatoearele cazuri:

1

e Daci g = 0 = "lb_b, atunel xy = it gt girtl (#n)n>1 este constant. Din oheservatia 1,

To < ry, deci girul este crescator (dec moncton) gl marginif,

Dacd zp=a = 7—11-_=, atunci sirul este constant, deci monoton gi mirginit.

Daci rp = o > %‘ aplicand inductiv observatia 5, rezultit cd sirul este descrescétor, deci
monotorn. Cum girul este strict pozitiv, acesta va fi i marginit.

Daci ‘”b_" <Eg=a< \/11_—&, atunci [olosind observatiile 4 §i 5 indnctiv obtinem ci sirul este

- T—6 . o
marginit i (Ylb—b \/%) gi crescator.

Ducd 0 < xg =a < lb_b_. atunci &) = f(xg) = \—/-1% > ___va—b = 7, folosind observatiile 2 §

1. Dar, cum x, > ﬁ gi 2 = f1), folosind observatia 5 inductiv rezultd i sirul (2 )nz1
este descrescator. Fiind pozitiv, {2, )u>1 estc mirginit, deci gi (za)nzo este mirginit. Dar, dupa
cum am aritat, Ty > xg §i T1 > T, deci girul nu este moncton.

Asttel. concluziondm ¢ gitwl [zTh)nz0 este



e mirginit pentru § < b < 1 i orice @ > 0,

+« monoton pentru b > 1, sau % <b<lgia>z ‘/?,

O

Barem

L Y T LR 1p
o b2 1Amplich 2y CIESCABOL ... o i e 1p
® b 1girul @ NEMATZITL ... ool 1p
s Cazurile a = ‘/F §ia= 11_h ..................................................... 2x0.5p
o Cazul @ > g 1p
-Cazul@<a<—\/ll_-_—5 ................................................................... 1p
s Cazul a < @ .......................................................................... 1p

Remarca: (1) Cazul 0 < b < } se poate analiza analog dar este mai complicat. Se obfine ¢k este

marginit i este monoton dacé gi numai daci a4 = \/li_-[, saU G = —"lb_b

(2} Pentru cazul b < 1 (inclusiv b < %] se poate ardta altfel c& girul e marginit. In primul rénd, din
inegalitatea mediflor avem cd z, = 2+/b pentru orice n > 1 deci 7y, < bxp1 + 51—\/5. Tterand aceastd

inegalitate obtinem

1 11—t
gn < bl b (14 b+ ") = —
' 245 ) Wb 1-b
ceea ce araté cd r, e marginit.
(3) Calitativ, problema scoate in evidenia fenomenul des int &lnit in analiza matematica ci Inmultirea
repetatd cu b > 1 duce la cregtere exponentiald iar inmuliirea cu b <1 duce la o micgorare.



SUBIECTUL 1II Pentru un numar natural nenul n, considerfm o functie f: {1.2,...,n} =
{1,2,....n} astfel incat pentru orice submultime nenuld gi proprie Aaomultimii {1,2....,n}, existd
ke Acu flk) ¢ A

(a) S& se demonstreze ci f este o permutarc.

{b) Cate permutiri satisfac aceastd proprietate?
Alex Buna-Marginean

SOLUTIA 1. (a) Vomnota cu [] :={1....,n}, f(A) = {f(z) |z € A}, & FU este compusa lui f
cu ea insasi de  ori.

Deoarece [r1] este gi domeniul §i codomeniul functie f, este suficient si demonstram ca f este surjectiva,
adic f([n]) = [n].

Presupunem ¢ f{[n]) # [n]. Evident f{[n]} # 0. Alegind atunci A = F([n]) in conditia din ipoteza,
existi k € f([n)) astfel incat f(k} ¢ f([n)). Acest lucru este evident o contradictie.

(b} Deoarece f este bijectivi, conditia din ipoteza devine f{A) # A pentru oricc A C [n] 5l A # D

Consideram girul de lnngime n

L P FUALY), - £ (),

Presupunemn ¢i nu toate elementele lui [n] apar in acest gir. Afunci, acesta contine o repetitie. Fie
prima repetitie (1) = (1) cu0 < i <j < n—1 Cum f este bijectiv, rezultd ¢d Fa—iy =L
Vultimea A = {1, f(1},..., FU=i"U(1)} are cardinalul j — ¢ < n, deci A # [n] gi evident A# D
Conform conditiei din ipotezd f{A) # A. Totodatd,

o contradictie. Astfel, este necesar ca {1, f(1), f(f(1}),..-. =11} = [n).

Demonstrim ci orice astfel de functie verifici ipoteza. Fie 4 C [n] cu A # §. Atunci, cum [7) =
{1, FU), F(FQD)). . FOD(L)), exista un & € {0.... ,n— 1} astfel incat FE(1y g Asi FED(1} e A
(unde, pentru k = 0, f-V = f7~ 1) Dar, cum F(FED(1)) = FOO(1), obtinem f(A} # A

in cele din urma, demonstram ca pentru orice permutare 7 ale numerelor 2,3,. .., n (in numér de
(n—1)! n total), putem construi o functie f astfel incat F) =72, FIFAN =7(3), .- Fi-U(1y =
7(n). Acest lucru ne va permite sA concluzionm ci (n — 1) functii satisfac proprietatea din ipotezi.
Deja am stabilit ¢& f(1) = r(2}. Mai departe, pentru a determina Flk), unde 2 £ k < n, fle i =
7=1{k). Presupunem pentru moment ¢i ¢ # n. Atunci, &k = () = F6=1(1) 4 aplicAud jf obtinem
F(kY = F9(1) = 7(d + 1) = {771 (k) + 1). Dacil 771 (k) = n, atundi pentru acest k avem f(k) =1,
deoarcce toate celelalte » — 1 valori din codomeniul lui f au fost atribuite. O

SOLUTIA 2 (pentru (b}). Vom folosi urmatoarea teorema.
Teorem&. Orice permutare ¢ € S, se poate scrie ca un produs de ciclii disjuneti f =61+ -

Adei, un cichs ¢ de lungime m este o permutare pentru care existd f = {i1, . im} C [n] astfel incat
c(k)y =k pentru k ¢ I 5i e{h) = iz.e(iz) =4s,... elimo1} = tm. lim) =41 De exemplu, un ciclu de
lungime 2 este o transpozitie. Dacd I st J corespund ciclilor ¢1 §i ¢z atunci spunem ci e gl ¢z sunt
disjuncti dack I0J =@

Fie acum f = ¢1 - ¢. Dacd existd un ciclu ¢; cu lungimea mai mici decdt a, considerdm A ca fiind
formata din elementele ciclulului ;. Atunci, A # 0 51 A # [n], dar f{4) = A, o contradictie. Astfel,
f este de fapt un ciclu de lungime n g se poate verifica la fel ea in Solutia 1 ¢ conditia din ipotezd
este satisficuta.

Existd % = (n ~ 1}t astfel de ciclwri deoarece sunt n! moduri de a aranja mumerele 1,2,... .0, iar
apol sunt 7 astfel de aranjamente care de fapt reprezinta acelagi ciclu. O
Barem

o (a) f([n]} = [n] este necesar g1 suficlent ... e ip

n



*

Demonstratia ca F{R]) = [1] ... 1p

(b} Forma necesard DEREIN [ oo 2p
Orice astfel de f verifich condifia ... oo 1p
Numaml de funetii este (n = 1 oo 2p



SUBIECTUL IV
Fie (an)n=0 un gir astfel incat a) —ug € M gi pentru orice n € M, Gyt = Gn € Q42 — Iatl.
(a) 54 se demonstreze cf existd s € M gi t € R astfel inct, penttu orice n € N, g, > sn+ 1.

(b} Presupunem ci pentru orice n € N, sirul (70 — Q) >0 eSle marginit superior. Definim un all
Si[’ [:bn}n“zﬂ prin

by, = sup{mn — a., | m < N}
Sa se demonstreze ¢ sirul (m — by ) meo este marginit superior gi ay = sup{m — b | m e N}

Notd: Pentru o multime de raumere reale A nevidd si marginitd superiot, sup A este cea mal mich
margine superioard a multimii A.

Alex Buna-Marginean

SOLUTIE. (z) Pentru n = 0, este suficient =& lndm t = a0 € K. Pentru 7 = 1, obfinem a¢; = & + 1,
deci putem considera s = o — ap € N. Acum folosim inductie. Am acoperit caz{urile) de baz. Presu-
punem ci an = (a1 — ap)n+ap. Prin folosirea repetati a inegalititii din ipotezd, gny1 — s = @1 — G0
deci angr = (n+ 1){a; — ag) + ao.

(b} Pentru orice m = 0, folosind sup{—A) = - inf A:

m — by =m—suplkm — ag) =m+ inf(ag —bm}<m+ a1 —m=ay,
kEN ke
deci girul (7 — b )m>o oste marginit superior de aj.

Pentru orice n > 0. inegalitatea de la {a) se poate rearanja ca - Z &% — @n. Deoarece relatia

precedenta are loc pentru orice n € N, rezultd ca —t este un majorant pentru {sn — gy @ € N},
Astfel,

—t > suplsn — g, | n € N} = by,

decarece s € N. De aici obfinem
s—by,>t+s=u.

Dar, dupé cum am demonstrat anterior, girul {(m — by }mzo este marginit superior de @y, iar 5 — b,

esto un termen al acestui gir. Astfel, concluziondm ci oy = sup{m — b | M € M}, |
Barem
o (1) Determinarea numerelor 8 §1E oo v oe i 1p
B R AL 1p
o (b} Sirul {m — b Jmzo e- TRATEIIEE o te v re et e 1p
B e U R R 2p
8 COMCIUZIOMATE o v ot e e ettt e et e et a e e e e e 2p

Rernarci: Se poate observa o asemanare intre aceasta problema gi Subiectul TIT de la clasa a XIl-a.
Acest lucru nu este o conincidenti. Clele doud probleme studiaza diferite proprietati ale conjugatulud
conver, in contextul problemei de fatd pentru giruri convere (Gntl — @y € Gny2 ~ @np1). Conjugatul
convex (al unel functii} este o nofiune fundamentald in analiza fanctiilor convexe, “optimizarea”
acestora g1 In inteligenis artificiala.

-1
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
LALEXANDRU PAPIU ILARIAN*
EDITIA a XXVI-a
CLASA o XIl-a
27.10.2023

SUBIECTUL I
Fie f - R — {l.3c) o functie derivabila iar F o primitivi a sa, care verifici relatia
Fiz) = f3z}+ kf(x) + 2, pentru orice « € R, unde k = 0 este o constantd dati.
{a) Studiati monotonia i f.
{b] Determinati rli_)mxw.

SUBIECTUL I1

i . 1 k
Considerim multimes M = {(O .
() 84 se demonstreze cd M este parte £t abild in raport cu imnulfirea matricelor g sd se studieze
proprietétile acestela [asoclativitate, commtativitate, existenta unui element neutri gi ce elemente
admit simetrice).

k.te Nk < 25}.

ib) 34 se demonstreze cii existd Ay, Ar € A astlel incat orice A € M Y {Ja} sc poate scrie ca un
produs X1 X5 - X, unden > 1§l X; & {Ap- A1} pentruorice 1 =1,....n.

SUBIECTUL III

Fie f1.fa: R — R doud functii cu f1(0) = F2(0) = 0. derivabile. cu filz} > 0 flz) =0
pentru orice z € B, inversabile gi primitivabile, cu primitive £, Fu: R — B.

[a) S& se demonstreze ¢ functia FY - R — R, definitd prin

Fi{y) = nax(yz - Fu())

satisface Fy(0) = —F1(0) gi este o primitiva a functie fl_l.

(b) Presupunem ca Fi(0} = F2{0) si. pentru orice £ € R, Fi(zx) < Fy(z). Fie G1.G2 ' E—= R
doud primitive ale functiilor s fit, respectiv, cu G1(0} = (32(0). S& se demonstreze cd
pentru orice y € R, G1(y} = Galy).

SUBIECTUL IV
Fie A o multime cu cel putin doud elemente s .- © operatie binaré pe A cu proprietatea
ch existh a.b € A astfel Incét
(a-r)-y=ur
((b-x)y) z= (r-z)-(y z)

pentru orice £.y.2 € A. Fie e = (b a] - a. Aréital ci:
(a} e cste clement neutru la sténga, dar ..-* 1 admite clement neutru la dreapta.
{b] Operalia .* este necomutativd gi neasociativa,

‘e Muallimea A este inlinita.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru efectiv este de 3 ore.

Fiecare subiect este evalual cu 7 puncte.

SUCCES!
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CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
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27.10.2023
Barem

SUBIECTUL I
Fic f - R — (1,00) o functie derivabils iar F o primitivi a sa, care verifici relatia F(z] =
f3z) + Ef(x) + z, pentru orice z € R, unde & > 0 este o constanti data.

(a) Studiati monctonia lui f.

{b) Determinati lim w

Cristian Moanth, GMB
SOLUTIE. (a) Derivand relatia din ipotezs, obtinem f(z) = 2f(z)f'{x) + £f'{x] + 1, adicd
! _ f(x) -1
Filey = 2f{z)+ &
Deoarece f(z} > 1 pentru orice ¢ € B, rezultd ca f/(x) > @, deci f este strict creschtoare.
(b} Demonstram mal intal cd lim f{x) = co.
T

Deoarece f este strict crescitoare, aceasta fie este mérginita superior de un M > 1, fie lim f(x} =
E—¥0OC

oc. Presupunem prin reducere la absurd ca f{z) € M pentru orice z € R. Deoarece f este strict
crescitoare, M = f(z) > f(0) pentru orice = > 0. Atunci, pentru z > 0,

oz -1 fO) -1 _ flop-1
P =k T o+ kS SMAE

Fic acum z > 0 arbitrar. Atunci, din Tecrema lui Lagrange, existd £ € (0,z) astfel incat f(x} =

FO) +xf(€), deci

. flo) -1
H@) > 0+ o5z °
Inegalitatea precedentii are loc pentru orice ¢ > . Ludnd » = ——M(”’f_ﬂ) > 0, obtinem f(r) >
P 7T

f(0) + M =14+ M, o contradictie.
Astfel, functia f este strict crescitoare si nemarginitd superior, de unde li_)m flx) = oo, Mal departe,
r >C

putem aplica regula lui I'Hapital:

A - ST E )

Astfel,
i JEF @) gy (@ +f’[;r:}) = % +

FEE T T L



Barem

o (a) Derivarea relatiel din Ipobezd ..o

Expresia pentru f/ este POZItivA ..

(b) Demonstratie Him f(Z) =00 ..ot

Calculul lim f_
T—oC

Rezultatul final

CH



SUBIECTUL II

Considerim multimea M = {([1) zke)

k,feN,k<2‘f}.

(a) S& se demonstreze ¢ M este parte stabild in raport cu inmultirea matricelor §i s se studieze
proprietatile acestein (asociativitate, comutativitate, existenta unui element neutru gi ce elemente
admit simetrice}.

(b) S4 se demonstreze c existd Ap, Ay € M astfel incat orice A € M\ {Is} se poate scrie ¢ca un
produs X1 X3 - Xn,unden > 181 Xi € {Ay, A1} pentru orice t = 1,.. .. n.

(***)

23
0 2%
care este in M dacd i numal dach kp + k2% < 28+ Echivalent ke < ofz(28 _ k), care cste
adevarat.

1 kg + k12£1>

SOLUTIE. (a) Pentru ¢ € {1,2}, fie B; = (1 k) cu k; < 26 Atunci, By By = (0 9t +2

Evident inmultirea este asociativa pe M si [y € M este element nentru. Totugi, nu este comutativa

deoarece

1oy (1 1) (1 1y (1 2 (1 1} (10

0 2/7%\0 2/ 740 4 0 4; —\0 27\0 2/
Inafari de I, miciun element nu are simetric. Intr-adevir, considerand By si Bz ca mal sus, din
B1B; = I; rezulti ¢a 2fi+fz — 1 deci ) = £3 = 0 gl mai departe ky = ko =0, adicd By = B2 = [
1 2 1k
0 2 0 2f
k < 2%) se poate serie ca un produs in care toti termentii sunt Ag san Ay.

(b} Pentru i £ {0.1}, fie 4; = ( ) € M. Demonstrim ca mice B = ( ) € M (deci en

Se poate demonstra ugor prin inductie ¢, pentru orice n 2 1 sl @g, 01,42, oo € {0, 1},

_ (1 Z?:_U] Qia.l- . 1 a,-1-- a1 gy
‘4ﬂ-n—1 "'AO-L Aﬂo - (U e ) - (U o :

unde permitem reprezentarea binara si inceapd cu 0. Astfel, putern si scriem matricea B ca un produs
de matrice Ay, A; in felul urmator: scriem & in baza 2 §i ad8ugand un munir suficient de 0 la stanga
acestel reprezeniiiri astfel incdt lungimea reprezentarii 4 fie n, iar apoi alegem matricele Ap, 4, in
mod corespungitor. Devarece k < 2¢ reprezentares binard a lni k are cel nmlt £ cifre, deci procedura

precedenti este valida. O
Barem
@ Parte stabil . e e 1p
» Asociativitate, comutativitate, element neutru, simetrice ... 4 x 0.5p
o Tdentificaren Ag, Al - oorn e e 1p
o Forma produsilill ........o e e 1p
* Demonstratia positikilitatii scrieril 2P



SUBIECTUL III Fie fi. f2 : R = R doua functii cu f1{0) = f2(0) = 0, dertvabile, cu
fi(z) > 0 ¢ fi{z) > 0 pentru orice ¥ € R, inversabile gi primitivabile, cu primitive Fi.Fs:R—=+ R

{a) S5 se demonstreze ci functia Fy' : B — R, definitd prin
Fi{y) = max(yz - Fi{z)),

satisface Fy(0) = —F1(0) 5l este o primitivd a functic it

(b} Presupunem ca F1(Q1] = FQ{OJ gi, pentru otice « € B, Fi(z) € Fy(z). Fie G1. Gz : R - R doud
primitive ale functiilor £ §i f; ', respectiv, cu G1{0) > G2(0). S se demonstreze ci pentrn orice
y € R, Gily) 2 Galy)-

(***)
SOLUTIE. (a) Observam ci Fy(0) = meax[ Fi(z)). Egaldm derivata functiet —Fi{z} cu O:

(—(F{z)) =0 <= flz)=0

Deoarcce fi este strict crescitoare, singura solufle a acestei ecualii cste x = 0. De ascmenea,
(~Fyz)y = —fi{z) < 0, decl = = { este intr-adevir maxinul global al funtiei —Fy(x}. Astfel,
Fi{0) = —£(0).
In continuare, procedam in mod similar §i rescriem FYy intr-o altd forma. Pentru un y € E fixat,
pgaliin derivata functiei 2 — yr — Fi(z) cu O

(yz— Fi(z)) =0 <= y- filz) =0 = == f] 'y

A doua derivatd a acestei functii este (yz — Fi{z})’ = —fi(z} < 0, deci 2 = i) est-e intr-adevir
maximu! global. Astfel, Fy(y) = yfi Hy) — Fi(f7Hy)) este derivabili, deoarece f ! este derivabila
(cum fi(x) # 0). Observam ci F} este o primitiva a functie fi° 1
(Friw) = (/i) - Ay f1 Hyn)'
f Hyy+ o) () - RUTT I W)
Yy) + U Y ) — AUT @)UY )
{y)

(b} Definind in mod analog F; - R — R,
F3(y) = max(yz — F(a)).

rezults cd Gily) = Fy(y) + o1 si Ga(y) = Fy(y) + ¢z, pentru nigte constante 1,2 € R. Mai mult,
din G1{0} = G2(0) st F7{0) = —F (0} = —F5(0) = F3(0), obtinem ¢ = cp. Astfel, pentru z € ER:

Gily) =+ F{(w)
Z e+ Fi(y)
_(2+max[y:c Fiich

> en +ma x (yxr — Folz))

=z + Fy(y)
= Galyl,
unde prima inegalitate foloseste ¢; = €2 si a dous negalitate foloscste Fi(x) < Fafux). |
Barem
o () (= F L)) =0 0.5p



¢ Arpumentarea ch z = () este maxim global ..o 0.5p

@ FP(0) = —F1{0) oot 0.5p
o (o — FU(T)Y =0 oo 0.5p
s Argumentarea i x = f~1(y) cste maxim global ... 0.5p
o Frlyy = ufi ) — FLUTHW) oo 0.5p
o Argumentarea cit Fy {y) este derivablld ... 0.5p
o L) = AT M) 0.5p
@ DfiNITea Fy 01,00 <o v an s 1p
B L] 3 0D et eeeaee e 1p
@ COMEIUZIA .+ oo et oo e e e 1p

Nota: Pentru (b), solutii informale bazate pe intuitie geometrica, ce folosesc integrale definite gi aria
de “sub” grafie, vor fi punctate cu maxim 1 punct. Dre fapt, solutia dela {b) este formnalizarea acestel
intuitil geometrice.

Remarci: Se poate observa o aseminare intre aceasta problema si Subiectul IV de la clasa a XI-a.
Acest lueru na este o conineidenti. Cele doui probleme studiazd diferite proprietiti ale confugefuiul
conver, in contextul problemei de fatd pentru funtii convexe. Conjugatul convex {al unci fanetii)
este o notinne fundamentald in analiza functiilor convexe, “optimizarea’ acestora st in inteligenta
artificiald.



SUBIECTUL IV Fie A o multime cu cel putin doud elemente g .- 0 operatie binarh pe A
cu proprietatea ci existd a,b € A astfel incat

(a-2)-y=m

({b-7)-y) (z-2)-(y-2),

pentru orice z,y,z € A. Fie e = (b- a) - a. Ardtati ¢i:

il

{8} & este element neutru la stanga, dar ..-* nu admite element neutru la dreapta.
{b) Operatia ,-* este necomutativa g neascciafiva,

{¢) Multimea A este infinité.
Bogdan Blaga

SOLUTIE. Pentrn a simplifica notatia, notdm = -y cu Ty Relatiile din ipotezi se rescrin astfel
(ex)y = @ g {(be)y)z = {zz)y2)-

{a} Pentru x € A obtinem
ez = ((ba)e)z = (ar){ex) = T

Acum, daci ar exista un element. neutru la dreapta, ¢, atunci am avea e¢’ = ¢, dar gl ce' = ¢ devarece
¢ este element Teutru la stinga, astfel ci e’ = e. Atuncl ge =T pentru orice ¢ € A. Deci, ae = o, de
unde {{ae)x)e = (ax)e, care devine ee = Z. Astfel, ¢ = x pentru orice x € A, contrazicind faptul ca
A are cel putin doud elemente.

(b} Presupunem prin absurd ca operai - ar fi comutativi. Atunci am avea ga = ac. Dar din (&)
dedncem atunci ¢& @ = ee. De aici, pentru orice r,y € A, avem z = (axly = ((we)zly = ey = ¥
contradictie.
Dacé operagia ¢ ar fi asociativd, am avea (gele = alee). Atunci, € = {ae)e = alce} = ae. Deay,
pentru orice r € A, avem & = €T = {ae)z = e. Astfel, se deduce din nou ¢& A are un singur element,
contradictie.

(¢) Consideram girul {Zp)n>1 de elemente din A definit prin &, = ae §i 2,41 = 0Tp. Pentruorice n =1,
se demonstroazs prin inductie dupé n & {{(zne)e)- e}z =12 daci k > nsi ({({(znele}-ejz =€
e e

k ord k ori
dacd k = n — 1, pentru orice x € A.

Acun, daci A ar fi finitd, ar exista n.m = 1 astfel incat T, = Tnem. Ca urmare,

= (({zne)e) - clex = (({Tarmele) - glx=¢€
[ — R

n+wm—1 ori n+r—1 ori
pentru orice z, contradictie. |
Barem
e £ 0 element neutTl 1o SEATUEA .. oo ot 1p
R LR 1p
e o e element neutrt la drCapta ... e 1p
8 NECOTIEATIFIEALE ot eas o me oot e oot s 1p
@ DOASOCIEEIVIEALE e e et e e et oo e e e e 1p
o Sirul zn g PIOPTICEAEER S - ... o o 1p
@ Ly vt ce e ot 1p



Remarcé: Problema provine din Lambda Caleulus, o ramurd a informaticii teoretice care Incearcd
5 formalizeze notiunea de “calculare” g de “calculator”. Ce insearnni acest lucru? De exemplu, ca
i putem vorbi de orice caleule ar trebui sé putemn vorbi despre numere gl inceputul ar fi cu numerele
naturale. Numerele naturale existd in Lambda Calenlus - sunt chiar termenii o din subpunctul (¢}
{unde luadm zg = e)! Ca si scoalem gi mai mult in evidentd acest lucru, existd un mod de a defini
adunarea a doud “numere”. Puteti incerca sa demonstrati nrmatoarele:

Fie r = b(ab)a, ¢ = b{{rr}b){aa) si t = c{ba}a). Dacd definim p {dc Ia plus) ca fiind p = ¢(br), atunci
(PTr)Em = Zrpm PEDtIU oTice n,m = O deci am definit adnnarea in Lambda Calculns!

Pentru o introducere elementard in aceste notiuni recomendam cartea To Mock o Mockingbird de
Raymond Smullyan.



