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Problema 1. Pe un ecran este scris numarul 25. Dupa fiecare minut,
in locul numéarului existent se scrie un numar cu 25 mai mare decat produsul
cifrelor sale.

a) Aflati ce numér va fi scris pe ecran dupd 3 minute.

b) Aflati ce numér va fi scris pe ecran dupd 2025 de minute.

Rezolvare. a) Dupd un minut va fi scris numérul 2-5+25 = 35. Dupa doud
minute va fi scris numarul 3 - 5 + 25 = 40. Dupa trei minute va fi scris numéarul
4.0+ 25 =25.

b) Dupi 4 minute va fi scris numérul 2 - 5 4+ 25 = 35. Obsevam c& numarul
scris pe ecran se repetd din 3 in 3 minute. Cum 2025 : 3 = 675, rest 0, rezulta
cd numarul scris pe ecran dupd 2025 de minute este 25.

Acordare punctajului:

- 2 p - obtinerea numarului dupa 3 minute;

- 2 p - observare repetabilitartii numarului dupa 3 minute;

- 2 p - gasirea restului la impartirea lui 2025 la 3;

- 1 p - aflarea numarului final.

Problema 2. Produsul a 25 de numere naturale este 24. Afla toate valorile
posibile ale sumei factorilor.

Rezolvare. Deoarece 24 =124 =2.12=4.6=2-2.6=8-3=2-2-2.3 =
2 -4 -3, avem variantele:
1)24=1-24=1-1-...-1-24 si atunci suma factorilor este
—_—
24 de 1
14+14+...4+14+24=24+24=48.
—_——
24 de 1
2)24=2-12=1-1-...-1-2-12 gi atunci suma factorilor este
—_—
23 de 1
1+1+. - 4+1+2+12=234+2+12=37.
—_——

23 de 1



3)24=4-6=1-1-...-1-4-6 si atunci suma factorilor este
—_—
23 de 1

I1+1+..-+1+44+6=23+4+6=33.
——————
23 de 1
4)24=2-2-6=1-1-...-1-2-2-6 si atunci suma factorilor este
—_——
22 de 1

1+14+ .- +14+24+2+6=32.
—_——

22 de 1
5)24=8-3=1-1-...-1-8-3 gi atunci suma factorilor este
——

23 de 1

1+14...-+14+8+3 =34
~—_———
23 de 1

6)24=2-2-2-3=1-1-...-1-2-2-2-3 gi atunci suma factorilor este
—

21 de 1l

1+1+...-+14+2+2+243 =30
~—_——

21de 1

7 24=2-4-3=1-1-...-1-2-4-3 i atunci suma factorilor este
—_—
22 de 1

I1+1+...-+1+2+4+3=31
—_——
22de 1

Agadar, valorile posibile ale sumei factorilor sunt: 30, 31, 32, 33, 34, 37 si 48.
Acordarea punctajului:
- 1 p (din 7 posibile) - determinarea unei sume (din 7 posibile).

Problema 3. Suma a patru numere naturale este 2025. Daca dublam primul
numar, micgordam cu 2 al doilea numar, marim cu 2 al treilea numéar si in-
jumdatatim al patrulea numér obtinem de fiecare datd acelasi rezultat. Aflati
numerele.

Rezolvare. Avem reprezentarea grafica:

2025 :9 =225 = a =225;b=225-2+4+2 =452; ¢ = 225 -2 — 2 = 448;
d = 225-4 = 900.

Acordare punctajului:
- 3 p - realizeazi corect reprezentarea grafica;
- 1 p (din 4 posibile) - obtinerea unui numéar din cele 4 .

Problema 4. Aflati numerele naturale abc pentru care abc+a+b+c = k!,
unde k!=1-2-3-...- k.



be o 2
Ce 2 2025

@ o 9
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Rezolvare. Avem 101 < abc + a + b+ ¢ < 1026, de unde 101 < k! < 1026,
deci k =5 sau k = 6.
Pentru k = 5, obtinem abc + a + b + ¢ = 120. Evident ¢ = 1 si atunci
bc+b+c=19,de unde b=1sic=4.
Pentru k = 6, obtinem abc + a + b + ¢ = 720, deci a este cel putin 6si cel
mult 7.
Daci a = 6, rdmine bc + b+ ¢ = 114, deci b trebuie si fie par, caz in
carebc+b+c<89+8+9 < 114, deci in acest caz nu exista numere.
Daca a =7, obtinem b=1gi c= 1.
Numerele sunt 114 si 711.
Punctajul acordat:
- 2 p - justificare alegerii lui £ = 5 sau 6;
- 2 p - obtinerea numarului pentru k = 5;
- 3 p - obtinerea numarului pentru k = 6.
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Problema 1. Patru numere naturale consecutive se impart succesiv la
acelagi numdar natural de trei cifre. Suma resturilor obtinute este egala cu 983.
Calculati restul impartirii celui mai mic dintre cele 4 numere la 109.

Rezolvare. Impértitorul fiind mai mare decat 5 si numerele fiind consecu-
tive, resturile sunt numere naturale consecutive; asadar resturile pot fi

Hrr+1,r+2r+3;

r,r+1,r+2,0;

3)r,r+1,0,1;

4) r, 0, 1, 2.

Cazurile 1), 2) si 3) sunt imposibile din conditia suma resturilor este 983.

Cazul 4) Rezultd r + 3 = 983, deci r = 980.

Cum al doilea numdar da restul 0 rezulta cd fmpartitorul este 981. Atunci
primul numar este de forma 981 - ¢+ 980. Cum 981 - ¢+ 980 = 109 -9 - ¢+ 109 -
84108 =109 (9 - ¢+ 8) + 108, deducem c& restul impartirii este 108.

Punctaj:

- 2 p - forma resturilor (0,5 p pentru fiecare form& a restului);

- 3 p - analizarea cazurilor 1), 2) gi 3) - cAte un punct pentru fiecare caz
analizat corect;

- 1 p - gésirea lui 7 si apoi a Impdrtitorului (0.5 p pentru fiecare);

- 1 p - finalizarea.

Problema 2. Se considera multimea

1 2 3 n

A, =¢—, ——, ——, ..., — ¢, und N, n > 3.
{n n—1 n-—2 1} tnde n € =

a) Determingd multimea Ag N N.

b) Determini cate elemente are multimea Asgaq N N.

Rezolvare. a) Avem

1 2 3 4 5 6
A = — —_ — — —_ —_
9 {97 87 77 67 57 47

)

wl

8 9
-, — ¢ NN=A{1, 4, 9}.
L



b) Observim ci multimea Asgyy poate fi scrisd sub forma

2025 — k

ke {172,...,2024}}.

Asp24 = {

Avem ca 2025=k — 2025 _ 1 ¢ N dacd si numai dac k|2025. Cum 2025 = 3* - 52
deducem c& 2025 are (44 1) (2 + 1) = 15 divizori. Dar cum k < 2024 rezultd ci
2025, care este divizor al lui 2025, nu indeplinegte conditia. Rezultd cid Asgos NN
are 15 — 1 = 14 elemente.

Punctaj:

- 2 p - rezolvarea subpunctului a);

- 2 p - scrierea altfel a lui A,

- 1 p - obtinerea lui k - divizor a lui 2025;
- 2 p - finalizarea subpunctului b)

Problema 3. Se considerd numdarul x = 2" 4+ 4™ cu m, n € N,

a) Aratd cd pentru m = 2025 gi n = 1011 numéirul x este patrat perfect.

b) Aratd cd pentru orice n € N* existd un numdr natural m astfel incat x
sd fie patrat perfect.

Rezolvare. a) Avem

= 22075 4 41011 _ 92025 4 92022 _ 92022 (93 4 1) _ 92022 . g _ (91011, 3)2 .
b) Pentru m = 2n + 3 avem
T = 22n+3 + 22n _ 22n (23 + 1) _ 22n .9 = (2n . 3)2 )

Punctaj:

- 2 p - rezolvarea subpunctului a);

- 3 p - alegerea speciala a lui m;

- 2 p - scrierea lui = ca patrat perfect.

Problema 4. Pe o dreapta se considera punctele My, My, Ms, ..., M, in
aceastd ordine, astfel incat MoM; = 1 cm, M1 M> = 3 cm, MyM3 = 5 cm, ...,
My, 1M, =2n—1 cm.

a) Determind lungimea segmentului MM go.

b) Determind suma numerelor n € N* pentru care 143 < MyM,, < 325.

¢) Determind m € N*| astfel incat mijlocul segmentului MyM;¢ s se afle in
interiorul segmentului M,,_1M,,.

Rezolvare. a) MoMiggp =1+ 3+ 5+ ... + 199 = 100? = 10.000.

b) Din 143 < 144 = 122 < n? < 182 = 324 < 325 deducem ci n €
{12,13,14,15,16,17,18}. Atunci

S=124+13+14+15+16 + 17 + 18 = 105.

¢) Avem MoMig =1+3+..431 = 162 = 256 si atunci MyM = % = 128.



Cum (m — 1)* < 128 < m?2, obtinem m = 12.
Punctaj:

- 1 p - calcularea lui MoMigp;

- 2 p - determinarea valorilor posibile pentru n;
- 1 p - calcularea sumei;

- 1 p - calcularea lui MyMig;

- 1 p - determinarea lui MyM;

- 1 p - obtinerea lui m.
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Problema 1. a) Se considerd multimea A = {\/2p2 +4p+9|peN, p prim} .

Determinati AN Q.
b) Fie numerele reale nenule a, b, ¢ astfel incat

Arstati ¢ v/36a2 — 3b2 + 4¢2 este un numéir natural.
Rezolvare: a) Cazul 1: p=2 = /20?2 +4p+9=5€ Q.
Cazul 2: p > 2 = p =4k + 1 sau p = 4k + 3.
Daci p = 4k + 1, rezultd 2p®> +4p+ 9= My +3 = /2p2 +4p+9 ¢ Q.
Daci p = 4k + 3, rezultd 2p* +4dp+ 9= My +3 = /2p2 +4p+9 ¢ Q.
b) Inmultim membru cu membru relatiile date; obtinem

2 1

2522 1
aabcc =T 113 si cum abc # 0, rezultd abc = 231
Acum, din % = 1 deducem a? = &, din % = L deducem b* = &, iar din

L = % deducem c =
Urmeazi c& 36a2 — 3b% 4+ 4c? = 1 si deci v/36a2 —3b2 +4c2 =1 € Q.
Acordarea punctajului:
a) - 1 p- cazul p = 2;
-1lp-cazulp>2=p=4k+1saup =4k + 3;
-1p-cazul p=4k+1;
-1p-cazul p=4k+ 3;
b) - 1 p - 231labec = 1;
- 1 p - obtinerea lui a?, b2, ¢?;
- 1 p - finalizarea.

Problema 2. Numerele reale a, b, ¢ verificd relatia

2 3 13
a+b a+c b+c

a) Demonstrati ca dacd a-b-c¢ > 0, atunci a + b+ ¢ < 0.



b) Daci in plus avem a-b+a-c+b-c = —2025, calculati (Ja + b + ¢| — 406)*°* .
Rezolvare: a) Avem 25 = -2 = /13 — 2“+f§+20 =k, deci a+b+c = 9k.
Din a + b = 2k deducem ¢ = 7k, dm b + ¢ = 13k deducem b = 6k si apoi
a = —4k.
Dar abc > 0 si atunci £ < 0. Urmeaza cd a + b+ c = 9k < 0.
b) Daci ab + ac + bec = —20250, atunci —24k? — 28k2 + 42k = 20250 si deci
k? = 452. Cum k < 0, obtinem k = —45 si deci a + b + ¢ = —405.
Atunci (|a + b+ ¢ — 406)%°%° = (405 — 406)*°*° = —1.
Acordarea punctajului:
a)-1p-a+b+c=9k;
-1p-a=—4k, b= 6k, c = Tk;
-2p-k<0sgia+b+c<O;
b)-2p-a+b+c=—405;
- 1 p finalizarea.

Problema 3. Se considera triunghiul echilateral ABC si punctele D, E gi F
astfel incat punctul D apartine segmentului BC, punctul E apartine segmentului
AB, punctul F apartine semidreptei BA iar punctul A apartine segmentului BF'
si CD = BE = AF. Dacd M este mijlocul segmentului DFE gi N este simetricul
lui C fata de M, aratati ca triunghiul FNC este echilateral.

Rezolvare:

Intrucat M este mijlocul lui NC' si DFE obtinem c& C DN E este paralelogram
(diagonalele patrulaterului se injumitdtesc). Atunci CD||NE si CD = NE.
Urmeazd c& <NEB = <EBC (alterne interne), deci <NEB = 60°.

Pe de altd parte, din BE = CD si CD = BE deducem NE = BE;
urmeazs cd ANEB este isoscel si cum <NEB = 60°, dobtinem ci ANEB
este echilateral. Atunci NB = BE = NE si <NBE = 60°. Deducem c&
<INBC = <NBE + <ABC = 120° si <F AC = 180" — <BAC = 120°.

Avem: NB = AF, BC = AC si <NBC = <FAC = 120° deci ANBC =
AFAC. Obtinem ¢cd NC = FC i <NCB = <F'CA. Atunci <FFCN = <FCA+
<JACN = <NCB + <ACN = <ACB = 60°, deci AFCN este echilateral.

Acordarea punctajului:

- 1 p - figura;

-1 p- CDNE este paralelogram,;



-1p-<NEB =60

-1 p - ANEB este echilateral;
-1p-<NBC =<FAC =120
-1p-NC=FC,<«NCB =<FCA;
-1p- AFCN este echilateral.

Problema 4. Este posibil ca pe un perete patrat ABC'D cu latura AB = 7Tm
sd asezam 20 de tablouri patrate cu lungimile laturilor exprimate printr-un
numdr intreg de metri? (tablourile trebuie si fie fird spatii intre ele si sd nu
aibd portiuni care si se suprapund; dimensiunile tablourilor pot diferi). Daci
da, dati toate variantele posibile de dimensiuni de tablouri (si numé&rul lor) si
cel putin un mod de agezare a tablourilor pe perete.

Dorel I. Duca, Cluj-Napoca

Rezolvare: Evident, latura oricdarui tablou nu poate fi mai mare decat 7
metri. Dacd notdm cu n; € N, numdarul de tablouri de laturd i € {1, 2, ..., 7}
folosite, atunci pe de o parte,

ni +no + ... + ny = 20, (1)
iar pe de altd parte trebuie si acoperim peretele (ca arie), deci
ny-ld4ny-44n3-94...+n; 72 =49. (2)
Scazand (1) din (2), obtinem
3ng + 8ng + 15ny + 24ns + 35ng + 48n; = 29.
Urmeaza ca ng =n7 =0 si
3ng + 8ng + 15ny + 24ns5 = 29.

Atunci ns € {0, 1}. Daca:
a) ns = 1, atunci 3ny + 8ns + 15ny = 5 si deci n3g = ng = 0 i 3n3 = 5 ceea
ce este imposibil.

b) ns = 0, atunci 3ns + 8ns + 15n4 = 29 si deci ny € {0, 1}.
b1) Daci ng = 1, atunci 3ng 4+ 8ng = 14 si deci ng = 1 i ny = 2; urmeazi
ca np = 16; posibil de agezat, de exemplu: tabloul 4 x 4 stanga sus, tabloul
3 x 3 dreapta sus, un tablou 2 x 2 stanga jos, celalalt tablou 2 x 2 dreapta jos
si celelalte 16 tablouri 1 x 1 in spatiile ramase libere.
bo) Daci ny = 0, atunci 3ng 4+ 8ng = 29 si deci ng € {0,1,2,3}.
be1) Daci ng = 3, atunci 3ny = 5, imposibil.
baes) Dacd ng = 2, atunci 3ny = 13, imposibil.
bos) Dacd ng = 1, atunci no = 7 gi deci n; = 12; posibil de agezat, de
exemplu: tabloul 3 x 3 in mijloc, 2 tablouri 2 x 2 deasupra tabloului 3 x 3, 2
tablouri 2 x 2 in stanga tabloului 3 x 3, 2 tablouri 2 X 2 in dreapta tabloului



3 x 3, 1 tablou sub tabloul 3 x 3 si celelalte 12 tablouri 1 x 1 in locurile ramase
libere.
boyg) Daci ng = 0, atunci 3ng = 29, imposibil.

Acordarea punctajului:

- 1 pct. - oricare tablou are latura mai mica decat 7 m;

- 2 pct. - determinarea unui caz bun (1.5 p) gi gisirea unei posibile ageziri
a tablourilor pe perete (0.5 p);

- 2 pct. - determinarea celuilalt caz bun (1.5 p) si gisirea unei posibile
agezdri a tablourilor pe perete (0.5 p);

- 2 pct. - justificarea c& nu mai sunt alte cazuri posibile.
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Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
9{z}? + 1 = 6z,

unde {z} reprezintd partea fractionari a numéarului real z.

Rezolvare: Avem z = [z] + {z} cu [z] € Z si 0 < {z} < 1. Atunci ecuatia
devine 9{z}2 + 1 = 6 ([z] + {z}) adic& (3{z} — 1)> = 6[a].

Din 0 < {z} < 1 deducem 0 < 3{z} < 3, deci —1 < 3{z} —1 < 2 de unde
0< (3{z} — 1) < 4. Asadar, 0 < 6[z] < 4 deci 0 < [z] < 2. Urmeazs ci [z] = 0
si {z} = %. Solutia ecuatiei este z = %.

Acordarea punctajului:

- 3 p - obtinerea ecuatiei (3{z} —1)* = 6[z];

- 2 p - obtinerea inecuatiei (3{z} — 1)* < 4;

- 2 p - finalizarea.

Problema 2. Piramida SABCD are baza paralelogramul ABCD. Pe seg-
mentele SB, SC, respectiv SD considerdm punctele M, N si P astfel incat
SM =2MB, SN = NC ¢i SP =2PD. Aratati cd punctele A, M, N gi P sunt
coplanare.

Rezolvare: Fie () mijlocul segmentului NC si cum SN = NC' avem ci
% =2= %, deci MN||@B si cum @ este mijlocul segmentului NC, avem
din reciproca teoremei liniei mijlocii cd B@ este linie mijlocie in ARC B, unde
MN N BC = {R}. Atunci punctul B este mijlocul segmentului RC'.

Cum % =2 = %, avem PN|DQ si cum @Q este mijlocul segmentului
NC avem cd DQ este linie mijlocie in ACNT, unde PN N DC = {T'}. Atunci
punctul D este mijlocul segmentului T'C'.

Acum din ABC D paralelogram, obtinem DC||AB si AD||BC gi cum B este
mijlocul segmentului RC' gi D mijlocul segmentului T'C, punctele T, A gi R sunt
coliniare, iar A este mijlocul segmentului T'R.

Din P € TN si M € RN cerinta problemei este demonstrata, A, M, N, P
sunt coliniare

Acordarea punctajului:

- 2 p - B este mijlocul segmentului RC



- 2 p - D este mijlocul segmentului T'C;
- 2 p - A este mijlocul segmentului T R;
- 1 p - finalizarea.

Problema 3. Se considera triunghiul ABC in care m(<A) = 135°. Per-
pendiculara in A pe dreapta AB intersecteazd latura BC in punctul D, iar
bisectoarea unghiului B intersecteaza latura AC in punctul E.

a) S4 se determine m(<<BED).

b) Daci, in plus, m(<B) = 30°, demonstrati c& 8% = ‘f L

Rezolvare: Din AD 1 AB deducem m(<DAB) = 90° si cum m(<A) = 1359
rezulti m(<DAC) = 45° = m (<CAN) si deci (AC este bisectoare exterioara
pentru triunghiul ABD. Cum (BE este bisectoarea interioard a unghiului
<ABD, iar (DEN(BEN(AC = {E}, deduce cd (DE este bisectoarea unghiului
<ADC exterior triunghiului ABD.

Punem, <ADE = <«<EDC = b; <ABE = <DBFE = a; <BED = z. Din
propietatea unghiului exterior avem ci b = a +  si 2b = 90° + 2a. Deducem c&
2z = 90° si deci m(<BED) = 45°.

b) Avem <IEDA <1EDA si<DEM = <DAF gi atunci AEDM ~ ANADE
(U.U), deci 2 = BE adici DE* = DM - AD (1)

In AABD, (BM este bisectoarea unghiului b si atunci % = % deci
AJMD—S;\[/ID :2 ABB+DBD adica % = ABB+EJ)BD (2) Acum din (1) si (2) avem
2 _ AD?.BD
DE® = 4551 3)

Din teoremele unghiului de 30° si Pitagora aplicate in triunghiul dreptunghic
ABD avem ci: AD =y, BD = 2y si AB = v/3y. Inlocuind acestea in relatia
(3) obtinem

yv3+2y 2
deunde%: %:%
Acordarea punctajului:
- 1 p - (DE este bisectoarea unghiului <ADC' exterior triunghiului ABD;
-1p-m(<«BED) = 45°%
-3p- DE* = 45%55,
- 2 p - finalizarea.

Problema 4. Este posibil ca pe un perete patrat ABCD cu latura AB = Tm
sa asezam 20 de tablouri patrate cu lungimile laturilor exprimate printr-un
numér intreg de metri? (tablourile trebuie si fie fird spatii intre ele gi sd nu
aibd portiuni care si se suprapund; dimensiunile tablourilor pot diferi). Daci
da, dati toate variantele posibile de dimensiuni de tablouri (i num&rul lor) si
cel putin un mod de agezare a tablourilor pe perete.

Dorel I. Duca, Cluj-Napoca



Rezolvare: Evident, latura oricdrui tablou nu poate fi mai mare decat 7
metri. Dacd notdm cu n; € N, numéarul de tablouri de laturd ¢ € {1, 2, ..., 7}
folosite, atunci pe de o parte,

ny +n2 + ... + ny = 20, (1)
iar pe de altd parte trebuie si acoperim peretele (ca arie), deci
ny-ldng-4+ng3-94+..+n;-72=49. (2
Scézand (1) din (2), obtinem
3ng + 8ns + 15ny + 24ns + 35ng + 48n; = 29.
Urmeaza cad ng = ny = 0 si
3ng + 8ng + 15ny + 24ns = 29.

Atunci ns € {0, 1}. Daci:
a) ns = 1, atunci 3ns + 8ng + 15ny4 = 5 si deci ng = ng = 0 i 3n3 = 5 ceea
ce este imposibil.

b) ns = 0, atunci 3ns + 8ng + 15n4 = 29 si deci ny € {0, 1}.
b1) Daci ng = 1, atunci 3ng 4+ 8ng = 14 si deci ng = 1 i ny = 2; urmeazi
ca np = 16; posibil de agezat, de exemplu: tabloul 4 x 4 stanga sus, tabloul
3 x 3 dreapta sus, un tablou 2 x 2 stanga jos, celalalt tablou 2 x 2 dreapta jos
si celelalte 16 tablouri 1 x 1 in spatiile ramase libere.
be) Daci ny = 0, atunci 3ng 4+ 8ng = 29 si deci ng € {0,1,2,3}.
be1) Daci ng = 3, atunci 3ng = 5, imposibil.
baes) Dacd ng = 2, atunci 3ny = 13, imposibil.
bos) Dacd ng = 1, atunci no = 7 gi deci n; = 12; posibil de agezat, de
exemplu: tabloul 3 x 3 in mijloc, 2 tablouri 2 x 2 deasupra tabloului 3 x 3, 2
tablouri 2 x 2 in stanga tabloului 3 x 3, 2 tablouri 2 X 2 in dreapta tabloului
3 x 3, 1 tablou sub tabloul 3 x 3 si celelalte 12 tablouri 1 x 1 in locurile rdmase
libere.
beg) Dacd ng = 0, atunci 3ng = 29, imposibil.
Acordarea punctajului:
- 1 pct. - oricare tablou are latura mai mic& decat 7 m;
- 2 pct. - determinarea unui caz bun (1.5 p) si gdsirea unei posibile ageziri
a tablourilor pe perete (0.5 p);
- 2 pct. - determinarea celuilalt caz bun (1.5 p) si gisirea unei posibile
agezdri a tablourilor pe perete (0.5 p);
- 2 pct. - justificarea cd nu mai sunt alte cazuri posibile.



